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This work presents an experimental investigation of the magnetic damping of a neodymium magnet oscillating
inside a copper tube and establishes a direct analogy with viscous damping in mass—spring systems. Based on the
Faraday—Lenz law, we derive the induced electromotive force using two equivalent approaches and demonstrate
that the resulting magnetic force opposes the motion and is proportional to the magnet’s velocity. We show that
the magnetic damping coefficient depends only on the magnetic permeability of free space, the magnet’s dipole
moment, the electrical conductivity of the tube, and its geometry. The magnetic dipole moment is determined
experimentally from measurements of the repulsive force between two identical magnets. The effective damping
coefficient is obtained independently from a nonlinear fit to the damped oscillatory motion. A comparison between
experimental values reveals a relative difference of approximately 12%, consistent with experimental uncertainties
and model idealizations. Owing to its low cost, high reproducibility, and ease of implementation, the experiment
constitutes an effective didactic tool for the integrated teaching of electromagnetic induction, damped harmonic
motion, and uncertainty analysis in introductory physics laboratories.

Keywords: Magnetic damping, Faraday—Lenz law, Damped harmonic oscillator, Foucault currents, Experimental
physics education.

Este trabalho apresenta uma investigagdo experimental do amortecimento magnético de um im4a de neodimio
que oscila no interior de um tubo de cobre e estabelece uma analogia direta com o amortecimento viscoso em
sistemas mola-massa. Com base na lei de Faraday-Lenz, derivamos a forga eletromotriz induzida por meio de duas
abordagens equivalentes e demonstramos que a forca magnética resultante se opde ao movimento e é proporcional
a velocidade do ima. Mostramos que o coeficiente de amortecimento magnético depende exclusivamente da
permeabilidade magnética do espaco livre, do momento dipolar do ima, da condutividade elétrica do tubo e
de sua geometria. Determinamos experimentalmente o momento dipolar magnético a partir de medigoes da forca
repulsiva entre dois iméas idénticos. Obtivemos, de forma independente, o coeficiente de amortecimento efetivo por
meio de um ajuste ndo linear ao movimento oscilatorio amortecido. A comparagio entre os valores experimentais
revela uma diferenca relativa de aproximadamente 12%, valor consistente com as incertezas experimentais e com
as idealizagoes do modelo. Devido ao baixo custo, & alta reprodutibilidade e & facilidade de implementacio,
o experimento constitui uma ferramenta didatica eficaz para o ensino integrado de inducdo eletromagnética,
movimento harmdnico amortecido e andlise de incertezas em laboratérios de fisica introdutoria.
Palavras-chave: Amortecimento magnético, Lei de Faraday-Lenz, Oscilador harménico amortecido, Correntes
de Foucault, Ensino experimental de fisica.
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1. Introducgao

O movimento harmoénico amortecido constitui um dos
modelos fundamentais da fisica classica e desempenha
um papel central na descricdo de sistemas mecanicos,
elétricos e eletromagnéticos sujeitos a dissipacao de
energia [Il, 2]. Esse modelo aparece de forma recorrente
em cursos de Mecanica Classica, Oscilagoes e Ondas,
Vibragoes Mecanicas e Fisica Experimental, sendo uti-
lizado para descrever desde sistemas massa-mola até
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circuitos elétricos do tipo “RLC” e dispositivos de
controle de vibragoes em engenharia. Do ponto de vista
tedrico, a dindmica de um oscilador amortecido é bem
compreendida, admitindo solugoes analiticas simples em
regimes como o subamortecido, criticamente amortecido
e superamortecido.

Apesar de sua ubiquidade tedrica, a realizagdo ex-
perimental controlada de um sistema massa—mola—
amortecedor com forga dissipativa linear em velocidade
apresenta dificuldades significativas em contextos didéti-
cos [3} 4]. Em sistemas reais, o amortecimento mecanico
geralmente resulta de uma combinacéo de efeitos: atrito
seco, resisténcia do ar, dissipacao interna dos materiais,
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histerese do material, além de interagoes hidrodinamicas
complexas (que raramente podem ser isoladas ou ajusta-
das de forma independente). Em particular, o chamado
amortecimento viscoso ideal, no qual a forga dissipativa é
estritamente proporcional a velocidade, exige condig¢oes
hidrodindmicas especificas, frequentemente associadas a
camadas limite dependentes da frequéncia de oscilagdo
e das propriedades do fluido, o que dificulta sua imple-
mentacao em bancadas experimentais simples [5].

Nesse contexto, diferentes abordagens didaticas tém
explorado sistemas alternativos [6H8] capazes de re-
produzir, de forma controlada, uma forga dissipativa
linear em velocidade. Entre essas abordagens, destacam-
se experimentos envolvendo imas permanentes, que per-
mitem introduzir conceitos fundamentais de magnetismo
e inducao eletromagnética por meio de montagens aces-
siveis e visualmente intuitivas. Estudos classicos sobre
frenagem magnética [9] estabeleceram os fundamentos
tedricos para compreensao desses sistemas. Trabalhos
recentes tém utilizado imas de neodimio para caracte-
rizar grandezas como o momento de dipolo magnético,
o campo magnético de um dipolo e a forca eletromotriz
induzida, com base direta na Lei de Faraday-Lenz [, [10].

O presente trabalho insere-se nessa linha didatica, ao
propor um experimento de baixo custo e alta replicabi-
lidade no qual um ima de neodimio oscila no interior de
um tubo de cobre, sofrendo uma forca de amortecimento
de origem eletromagnética. As correntes de Foucault
induzidas no tubo geram um campo magnético que,
de acordo com a Lei de Faraday-Lenz, se opde ao
movimento do ima, resultando em uma forca dissipativa
proporcional a velocidade. Essa forca apresenta uma
forma funcional analoga a forca de amortecimento vis-
coso, permitindo estabelecer uma analogia direta com o
modelo massa—mola—amortecedor amplamente estudado
em cursos de mecanica.

Além de contornar as dificuldades experimentais as-
sociadas ao amortecimento viscoso mecanico, o sistema
estudado apresenta a vantagem de depender de parame-
tros fisicos bem definidos, como o momento de dipolo
magnético do ima, a condutividade elétrica do tubo e
sua geometria [8, [I1]. Isso possibilita uma comparagéo
quantitativa direta entre previsoes tedricas e resultados
experimentais, incluindo a propagacao sistematica de in-
certezas. Dessa forma, o experimento se consolida como
uma ferramenta didatica eficaz para o ensino integrado
de indugdo eletromagnética, oscilacbes amortecidas e
andlise de dados experimentais em cursos de fisica basica
e experimental.

Antes de introduzirmos o amortecimento magnético, é
instrutivo relembrar por que o chamado amortecimento
viscoso linear, frequentemente adotado como modelo
ideal em cursos de Oscilagoes, é de dificil implementagao
experimental em sistemas mecanicos reais. Essa revisao
permite contextualizar a motivagao central deste traba-
lho: a busca por um sistema didatico no qual a forca
dissipativa seja, por construgdo fisica, proporcional a
velocidade.
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A Lei de Newton para a Viscosidade estabelece que a
tensao de cisalhamento 7 em um fluido é proporcional ao
gradiente de velocidade S—Z perpendicular a direcdo do
movimento. Matematicamente, essa relagdo é expressa
como

F dv
T=—=n— 1
A3y (1)
em que 7 é a tensdo de cisalhamento em Pa = N/m?
F é a forga de cisalhamento (em N), A é a 4rea sobre a
qual a forca atua (em m?), n é a viscosidade dindmica

do fluido (em Pa-s), e S—Z é o gradiente de velocidade

perpendicular ao plano de cisalhamento (em s~!). Esta
equagao mostra que a resisténcia ao movimento em um
fluido aumenta com a viscosidade do fluido e o gradiente
de velocidade entre camadas do fluido.

A expressao idealizada do coeficiente de atrito viscoso
obtida a partir da Eq. , isto é, ¢ = nA/e, pressupde
a existéncia de uma camada de fluido de espessura ¢
fixa e bem definida, associada a um perfil de velocidade
aproximadamente linear. Em sistemas oscilatérios reais,
entretanto, essa hipotese deixa de ser valida: a regiao
efetivamente cisalhada do fluido é determinada pela
camada limite oscilatéria de Stokes, cuja espessura ca-
racteristica é §(w) ~ 1/2n/(pw), onde p é a massa especi-
fica do fluido [I2HI4]. Como consequéncia, o coeficiente
de amortecimento passa a depender explicitamente da
frequéncia de oscilagdo e das propriedades do fluido,
deixando de ser uma constante puramente geométrica.
Essa dependéncia torna dificil a realizacdo experimental
de um amortecimento viscoso estritamente linear em
velocidade em montagens didaticas simples.

Consequentemente, a determinagao experimental acu-
rada de um coeficiente de amortecimento viscoso pu-
ramente linear requer um controle rigoroso do regime
hidrodindmico, frequentemente inviavel em experimen-
tos didaticos. Essa complexidade motiva a busca por
sistemas alternativos em que a forca dissipativa seja
linear em velocidade por construgao fisica, como ocorre
no amortecimento magnético estudado neste trabalho,
no qual o coeficiente de amortecimento depende ape-
nas de parametros geométricos e eletromagnéticos bem
definidos.

Assumindo o regime quase-estatico, no qual a resposta
do condutor pode ser tratada como predominantemente
resistiva (isto é, desprezando contribuigdes indutivas
relevantes), quando um sistema massa—mola estd imerso
em um fluido viscoso, a 2* Lei de Newton leva a uma
equacao diferencial ordinaria, linear, de segunda ordem,
homogénea e com coeficientes constantes. Essa equagdo
inclui o termo de amortecimento viscoso e resulta em

ZFi =mi = —kx — ct,
i
mi + ct + ke = 0. (2)

em que m é a massa do sistema em kg, & é a aceleragao,
descrita em m/s?, & é a velocidade em m/s, e k é a
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constante de mola (rigidez da mola), dada em N/m. Esse
modelo descreve o movimento harmodnico amortecido,
em que a energia do sistema ¢é dissipada devido a
forca de amortecimento viscoso, levando a uma reducao
exponencial da amplitude das oscilagoes.

No contexto deste estudo, o comportamento do amor-
tecimento viscoso é andlogo ao do amortecimento mag-
nético observado, onde a forga resistiva é proporcional
a velocidade do ima, mas é causada por interacoes
magnéticas em vez de interacgoes viscosas. A constante de
amortecimento magnético, assim como no caso do amor-
tecimento viscoso, depende das caracteristicas fisicas do
sistema.

A solugao da Eq. para um sistema subamortecido,
isto é, quando ¢? < 4mk é dada por

z(t) = zoe sen(wt + ¢), (3)

onde v = 5= ¢ a constante de decaimento exponencial

do sistema, em s™!, wy = \/% é a frequéncia natural

angular do sistema nao amortecido e w = /w3 — 2

é a frequéncia angular amortecida do sistema. Esta
frequéncia é a quantidade que determina o movimento
oscilatorio dentro do envelope exponencial dado por
{dmwoe™ "} e é efetivamente observada quando o sistema
estd no regime subamortecido [I5HIY).

Neste estudo, comparamos o comportamento do sis-
tema de amortecimento magnético com um modelo de
amortecimento viscoso, destacando as similaridades e
diferencas na dissipagdo de energia e na dinamica do
movimento [20} 2I]. Além disso, realizamos experimentos
para determinar o momento de dipolo magnético do ima
e a constante de amortecimento magnético e, com isso,
verificar a validade do modelo tedrico proposto.

A investigacdo dos mecanismos de amortecimento
é crucial para o desenvolvimento de tecnologias que
exigem controle preciso de vibragoes e movimentos os-
cilatérios. A compreensao detalhada do amortecimento
magnético, em particular, oferece oportunidades para
inovar em areas como sensores magnéticos, sistemas de
suspensao e dispositivos de amortecimento em engenha-
ria civil e mecénica.

2. Teoria

Consideremos um iméa que cai através de um anel de
material condutor. De acordo com a Lei de Faraday-
Lenz, a variacdo do fluxo magnético no anel induz uma
corrente elétrica. Quando o fluxo magnético aumenta
dentro do anel devido a queda do ima, uma corrente elé-
trica é gerada no anel de forma que o campo magnético
induzido se oponha a mudanca do fluxo magnético. Isso
resulta em uma forga que age contra o movimento do ima
[20H22]. Similarmente, quando o {ma passa pelo anel e
o fluxo magnético diminui, a corrente induzida gera um
campo magnético que tenta aumentar o fluxo magnético
no anel. Esta variacao do fluxo magnético na espira causa
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uma forca eletromotriz (f.e.m.), que gera uma corrente
na espira. Essa corrente induzida, consequentemente,
aplica uma for¢a magnética no ima, que se opde ao seu
movimento.

Agora, consideremos o ima caindo dentro de um tubo
condutor. O tubo pode ser idealizado como uma sucessao
de anéis que sustentam correntes induzidas pelo movi-
mento do dipolo magnético, gerando uma forca oposta a
queda. Como a f.e.m. induzida é proporcional & taxa de
variacdo do fluxo magnético, a forga resistiva resultante
é proporcional a velocidade do ima, caracterizando um
amortecimento magnético andlogo ao amortecimento
viscoso linear. Esse mecanismo de frenagem por corren-
tes de Foucault é amplamente discutido na literatura
[9, 23H25], incluindo dedugdes analiticas do coeficiente
efetivo de amortecimento.

A contribuigdo do presente trabalho é de natureza
didatica. Optamos por uma deducdo direta, baseada
na aplicacdo sucessiva de conceitos ja consolidados
no curriculo de Eletromagnetismo. Partindo do campo
magnético na aproximacao de dipolo, calcula-se o fluxo
através de um anel, determina-se a f.e.m. pela Lei de
Faraday—Lenz, obtém-se a corrente induzida via resis-
téncia elétrica e, por fim, avalia-se a forga magnética
exercida sobre o dipolo. Essa sequéncia logica reproduz a
estrutura tipica de problemas de livros-texto de gradua-
¢ao, preservando o rigor fisico sem recorrer a formalismos
mais avangados que poderiam obscurecer a compreensao
conceitual do mecanismo de amortecimento magnético.

O experimento consiste em um sistema massa-mola-
amortecedor, em que uma massa é pendurada em uma
mola e conectada a um ima de neodimio que oscila dentro
de um tubo de cobre. Esse sistema pode ser descrito
pela Eq. , que consiste em uma equacao diferencial
ordindria e de segunda ordem, linear, homogénea e com
coeficientes constantes. Para determinar a forga de amor-
tecimento analoga & forca de atrito viscoso |F,| = ci: =
cv, em que ¢ é uma funcgdo das grandezas eletromagnéti-
cas e dos parametros geométricos do sistema, seguiremos
0s seguintes passos: 7. Aproximacéio de dipolo magnético:
Realizaremos uma aproximacdo de dipolo magnético
para o ima. Com isso, iremos aproximar o campo de
um ima pelo campo de um dipolo magnético com um
momento de dipolo M que devera ser medido experi-
mentalmente por uma pratica suplementar. ¢i. Céalculo
da forga eletromotriz (€): Utilizaremos a lei de Faraday-
Lenz para calcular a f.e.m. induzida em um anel de
cobre causada pelo movimento de um dipolo magnético
(o fm&) enquanto ele passa através do plano do anel. iii.
Determinacao da for¢a magnética no ima: Calcularemos
a forca que cada anel diferencial do tubo exerce no
dipolo magnético. O tubo serda enxergado como um
empilhamento de anéis e a forca total é o somatorio das
forcas que cada um dos anéis diferenciais elementares
causa no dipolo e, por ultimo, iv. Célculo da forca total
F (v): Integraremos as contribuigoes das forgas de todos
os anéis do tubo para determinar a forca total que o tubo
exerce no ima, que devera ser proporcional a velocidade
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do ima, para que a montagem seja analoga a um sistema
massa-mola ligado a um amortecedor viscoso, cuja forga
de atrito viscoso possui o comportamento |F,| o v.

2.1. Aproximacao de dipolo magnético

A aproximagcao do comportamento magnético de um iméa
por meio do modelo de dipolo magnético é uma técnica
amplamente utilizada para simplificar sua descrigdo
[26H28]. Nesse modelo, um imé permanente ¢ tratado
como um dipolo magnético ideal, composto por um par
de polos magnéticos (norte e sul) separados por uma
distancia especifica, conforme observado na Fig. [T} Essa
simplificacdo é valiosa, pois nos permite descrever os
efeitos magnéticos macroscépicos do ima sem precisar
considerar todos os detalhes microscopicos do material
subjacente. A Fig. [1| a) ilustra um {ma posicionado no
eixo axial de um tubo de material condutor (considerado
infinito) de raio interno a e raio externo b e a Fig. [1|b)
representa a aproximacao de dipolo realizada neste
modelo. O tubo é representado por um anel condutor
de raio R. Posteriormente, iremos tratar da geometria
exata do tubo condutor.

Nesta abordagem, consideramos o ima como um
dipolo magnético ideal, representado pelo vetor de di-
polo M. Este vetor tem uma magnitude M e uma direcao
unitaria /%, que indica a orientagdo do dipolo. O campo
magnético B gerado por um dipolo magnético pode
ser aproximado em pontos distantes do ima. Para isso,

—

& M

\“Lj Y

I~

/:v—\

TN
\
M

a) b)

Figura 1: Aproximac3o de Dipolo: a) ilustra um im3 posicionado
no eixo axial de um tubo de material condutor com sua respec-
tiva geometria: raio interno a e raio externo b e b) representa
a aproximac3o de dipolo realizada neste modelo. O tubo é
representado por um anel condutor de raio R.
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utilizamos a seguinte equacao [29, [30]:

<o o 3V - F)F - Ny
B(r) = 47 7o ’ )
em que B(7) é o vetor campo magnético (ou densidade
de fluxo magnético, em teslas) no ponto 7, po é a
permeabilidade do ar livre (= 47 x 107"H/m) e M é o
momento de dipolo magnético. A Eq. nos permite
calcular o campo magnético em qualquer ponto r do
espaco em torno de um dipolo magnético, assumindo
que estamos longe o suficiente do dipolo para que a
aproximagao de dipolo seja vélida. Esta aproximacao é
essencial para calcular forgas magnéticas em conduto-
res, como demonstrado em estudos fundamentais sobre
forcas em {més em movimento [31].

Considerando que M = M l%, teremos, portanto,
M - 7= Mz. Deste modo, a Eq. pode ser escrita em
termos de suas componentes:

~  poM 3xz
B,=B-i= — 5
‘ 4 rd (5)
5 . oM 3yz
B,=B-7= — 6
Yy j 47_[_ 7'5 ) ( )
= o ugM [ 32° 1
B,=B- k= —_— = —
47 ( rd r3 (™)

Este problema possui simetria cilindrica; portanto,
iremos transformar as coordenadas cartesianas para as
coordenadas cilindricas. Assim, r = y/x2 + y2 + 22 pode
ser escrito como r = \/p? + 22, com p = /22 + y2.
O campo magnetlco em coordenadas cilindricas serd
escrito como B = Bpp + By + B.k [23]. Podemos
reescrever as Eqs. (| @ como

5 koM 3zp

ILL()M 3z
B, = — /2 = . 8
P dr VY At (p? + 22)5/2 (8)

Devido a simetria azimutal do problema, nado hd compo-
nente na direcao (;AS, isto é, By = 0.

O campo do ima é modelado, neste trabalho, pela
aproximagao de dipolo magnético pontual. Essa descri-
¢ao é valida no regime de campo distante, quando as
dimensoes lineares do magneto sdo pequenas em relagao
as distancias envolvidas. No interior do tubo condutor,
particularmente quando o raio interno nao é muito maior
que o comprimento do ima, podem ocorrer corregoes
associadas a distribuicdo espacial finita da magnetizacao
e a efeitos de campo préximo.

Optamos por manter a aproximagao de dipolo como
modelo de primeira ordem, adequado ao propésito dida-
tico do trabalho. A discrepancia experimental observada
da ordem de aproximadamente 12% entre o valor tedrico
e o valor medido do coeficiente de amortecimento pode
refletir, em parte, essa limitacao do modelo, além das in-
certezas experimentais inerentes ao arranjo de bancada.
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2.2. Calculo da forga eletromotriz por meio da
Lei de Faraday-Lenz

2.2.1. Forga eletromotriz de transformador

A Lei de Faraday-Lenz diz que a variacdo do fluxo
magnético através de um circuito condutor fechado
produz uma forga eletromotriz (f.e.m.) induzida, dada
por £. De acordo com esta lei, a f.e.m. induzida em um
circuito é igual a taxa de variacao temporal do fluxo
magnético P através do circuito, conforme expresso
pela equagao:

do
g:_iB:_i
dt at Js

B-dA. (9)
Onde &£ ¢ a fe.m. induzida em volts (V) e &5 ¢é o
fluxo magnético em webers (Wb). Primeiramente, vamos
calcular o fluxo magnético no anel, de raio R, dado pelo
campo magnético descrito na Eq. (@

R
@B:/E.dE:/BZdA:/BZ%pdp, (10)
S S
0

onde dA = 2mpdp representa o elemento de &rea
infinitesimal em coordenadas cilindricas. Substituindo-
se a Eq. na Eq. (9)), lembrando que r = (p? + 22)1/2,
obtemos

R
poM 322 1
bp = — 2pdp.
B 4 / ((p2 2252 (2 4 22)3/2 ) PP
0

(11)

A integral descrita na Eq. pode ser resolvida por
meio da substituicio u = p?+ 22 e du = 2pdp. Os limites
de integracdo serdo: quando p = 0, u = 22, e quando
pzﬁ,u:RQ—l—zg.

R2422

_ koM 2 -5/2 . —3/2
=~ (32 u u ) du. (12)

dp

22
O fluxo magnético no anel de raio R serd dado por

poM R?
9 (R2+Z2)3/2'

(13)

A forga eletromotriz serd dada pela Lei de Faraday-
Lenz:

o d‘bB - d‘bB dz - dq)B
e TR PR TR (14)
M 2
g = 3o Rz (15)

2 (R2+22)5/2U’

onde, na Eq. utilizamos a regra da cadeia, além da
velocidade v = $¥ do ima na diregao vertical.
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2.2.2. Forca eletromotriz de movimento

Quando um anel ou uma espira condutora se move em
um campo magnético B estatico, sabemos que, pela lei
de Faraday-Lenz, uma f.e.m. induzida aparece no anel.

Se relembrarmos a expressao para a forca de Lorentz,

F = gqv x B, o campo elétrico induzido é F = % =

(U x B). Assim, podemos escrever a lei de Faraday-

Lenz de uma forma similar, denominada na literatura

como f.e.m. de movimento, em contraste com a f.e.m.
dop

de “transformador” dada por £ = —<g2 e estudado na

Sec. cf. [32, B33]. A f.e.m. de movimento pode ser
descrita pela Eq. (|16))

5:}{E-d2=7§(5x§).dz (16)
C C

Substituindo-se ¥ = vk e d/ = Rdg¢ e lembrando
que B = B,p + Bk, o produto vetorial ¥ x B = vB,¢.
Substituindo-se na Eq. , obtemos

2m
&= ?f vB,Rd¢ = 2mvRB,,. (17)
0

Substituindo-se a equagdo para B, obtida na
Eq. , com p = R, isto é, substituindo-se B, =
wM  3zR

A (Rz 4 z2)5/2
resultado da Eq. , conforme se pode observar na

Eq. :

na Eq. (17)), iremos obter o mesmo

_ BuoM R?z

€ 2 (R2+22)5/2U'

(18)

A Eq. evidencia que, na aproximacao adotada, a
forga eletromotriz induzida é diretamente proporcional
a velocidade do ima, condicdo essencial para que a
forca magnética resultante possa ser modelada como um
amortecimento efetivo linear em wv.

2.3. Célculo da forca que um anel aplica no
dipolo

A Fig. 2] mostra um esquema de montagem que serd
utilizado no experimento. Nesta figura, notamos que
o sistema massa-mola estd montado no eixo central
do tubo. Podemos observar que o tubo deverd ser
descrito como um “empilhamento” infinitesimal de anéis
e que, posteriormente, devemos fazer variar também
a espessura dos anéis diferenciais para que possamos
representar corretamente a geometria do tubo de cobre.

A massa acoplada ao sistema massa-mola foi confec-
cionada em um material plastico, preenchido com massa
de moldar. Por tratar-se de material ndo magnético, sua
presencga nao interfere no campo do ima nem no processo
de inducao no tubo condutor. Por simplicidade, iremos
fixar o dipolo na origem do sistema de coordenadas e
vamos imaginar que o anel de raio R cai com velocidade
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Figura 2: Esquema da montagem experimental: uma mola de
rigidez k é acoplada a uma haste rigida de madeira, a uma massa
total m e a um ima.

v com o seu centro alinhado ao eixo axial do dipolo
magnético (imad) na Fig. Pela 3¢ lei de Newton,
sabemos que a forca que o anel faz no dipolo tem o
mesmo modulo, a mesma direcao e sentido oposto a forca
que o dipolo faz no anel. Outra observagao que pode ser
feita é que a simetria cilindrica do problema implica que
a forga total estd na direcao axial do tubo cilindrico, isto
é, estd na direcao de k.

A forca que o dipolo faz no anel F%P = — Ik dFarel =
— [I(df x B) = [IB,d¢. O médulo da forga total que
o tubo de cobre faz no ima é dado por

Fiv = / IB,d¢ =27 RIB,, (19)

em que I é a corrente induzida no anel. Lembrando
que para um anel circular de raio R, o comprimento
do condutor ao longo da circunferéncia é ¢ = 2nR.
Ja conhecemos o valor de B,; entretanto, precisamos
de escrever a corrente em termos das caracteristicas do
problema. Como o anel é de um material condutor com
condutividade elétrica dada por o, pela Lei de Ohm, a
relagdo entre a tensao V e a corrente elétrica I é dada
por V. = Ry I, isto é, por I = Vl Como o condutor
¢ um resistor 6hmico, a resisténcia elétrica R,;., medida
em (), é dada por R, = UfA, com { o comprimento do

resistor em m, o, a sua condutividade elétrica dada em
oA
V.

A quantidade que gostariamos de calcular é a forga total
no dipolo devido ao tubo. Para fazermos isso, iremos
dividir o tubo em anéis infinitesimais e iremos calcular
a forga devida a cada contribuicao desses anéis.

S/m, e A a area transversal em m?. Assim, [ =
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Nas condicbes experimentais deste trabalho, o regime
eletromagnético pode ser tratado como quase estatico.
De fato, a profundidade de penetragao eletromagnética
no cobre,

2

HoOew

5:

(20)

avaliada para a frequéncia caracteristica do movimento
(w =~ 14,7rad/s), é da ordem de alguns centime-
tros, significativamente maior que a espessura do tubo
(t ~ 2,6 mm). Assim, as correntes induzidas ocupam
praticamente toda a secdo condutora, e o comporta-
mento elétrico do anel é predominantemente resistivo,
justificando a aproximacdo quase estdtica adotada na
modelagem.

2.4. Célculo da forga total que o tubo metalico
faz no dipolo

Cada anel diferencial realiza uma forca elementar dF
dada por

dF = 27RB,dlI, (21)

dA
Ao substituir dI = 2¢

(21)), obteremos:

o.dA

dF = 27RB,———=& = B,0.EdA. (22)
’/T

Lembrando que a Eq. (17) a f.e.m foi escrita como
& = 2nvRB,, portanto, a Eq. serd dada por

dF = 2w Ro.vBJdA. (23)

Agora, substituindo-se o valor de B, dado na Eq. (§)
na Eq. , obtemos, para um anel infinitesimal de
raio R

QuM?  R32?
{7 (R2+22)5

dF = o, dzdR. (24)

Para encontrarmos a forca total no dipolo devido ao
tubo, devemos integrar a Eq. de forma que os
limites de integragdo descrevam fisicamente o tubo em
consideragdo. Vamos considerar o tubo infinito, isto é,
z € (—00,00) e de raio interno R = a e raio externo
R = b, conforme mostrado na Fig. |1

2 2
F:/dF:v 9“OM //7
(R? + 22)°

A integral dupla estd resolvida em detalhes no Apén-
dice, e o seu valor é

b oo —
_ T 1 1
' fdR= — (- ). (@
// R2+z2) R 128(3a3 3b3) (26)
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Desse modo, a forca total no dipolo realizada pelo tubo

sera:
oM 57\ (1 1
F=(vo, 202 2T (= ). (o7
(”J 8t 128 ) \ 343 303 27)

Portanto,

152M%0, (1 1
F="—_""(_ - _ 2
1024 \a® )" (28)
|F(v)| = cv = ct, (29)
15u3M?0. (1 1
— MM ge (2 )| 30
¢ 1024 \a® (30)

O valor obtido para a constante de amortecimento
magnético na Eq. é idéntico ao utilizado na Eq. (4)
da Ref. [34], determinado em outras Refs. [23, [35],
porém, neste trabalho, determinamos essa constante de
amortecimento por outro caminho. E interessante notar
que esta quantidade é fung@o apenas das caracteristicas
eletromagnéticas do sistema e da geometria do tubo [31].

No experimento, o tubo possui comprimento finito
L = (0,70 & 0,01) m, com raios a = 18,4 x 1073m e
b=21,0 x 1073 m. A posicio inicial do ima foi escolhida
no centro geométrico do tubo, coincidindo com a posigao
de equilibrio do sistema. A amplitude inicial observada
foi inferior a 3 cm, conforme mostrado no grafico expe-
rimental. Assim, a menor distancia do ima as extremi-
dades do tubo durante o movimento pode ser estimada
POr Zmin = % — Tmax =~ 0,32m, com Tmax S 0,03m.
Na dedugdo tedrica, a integracdo axial foi estendida
para z € (—o00,00), correspondente & aproximagcao de
tubo infinito. Essa escolha permite obter uma expressao
analitica simples para o coeficiente de amortecimento c.
Como indicado na Eq. , o integrando axial decai
como ~ z~® para |z| > R, suprimindo fortemente
a contribuicdo das regioes préximas as extremidades.
Para as condigbes experimentais, tem-se b/Zpi, < 1,
tornando desprezivel o erro associado a essa aproximacao
dentro da precisao experimental.

Do ponto de vista experimental, esse resultado mostra
que o nivel de dissipagao pode ser controlado de forma
sistematica por meio da geometria do tubo e do material
condutor empregado, sem a necessidade de introduzir
elementos dissipativos adicionais. Essas previsoes teo-
ricas motivam diretamente o experimento descrito a
seguir, no qual se investiga se a dindmica observada
do sistema pode ser descrita, dentro das incertezas
experimentais, por um modelo de oscilador harmoénico
amortecido com coeficiente de amortecimento efetivo
constante.

3. Parte Experimental

Nesta secdo apresentamos os resultados experimentais
obtidos para a caracterizacao do sistema massa-mola-
ima oscilando no interior de um tubo condutor. Na Sub-
secdo [3:1] determinamos experimentalmente o momento
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de dipolo magnético M dos imas de neodimio a partir
da medida da forga de repulsdo magnética em funcgao da
distancia, utilizando a aproximagao de dipolo magnético.
Em seguida, na Subsecio [3.2] empregamos o valor expe-
rimental de M para estimar teoricamente o coeficiente
de amortecimento magnético ¢(M), conforme o modelo
eletromagnético desenvolvido na Subsecao Por fim,
na Subsecdo [3.3] analisamos o movimento amortecido
do oscilador e extraimos o coeficiente de amortecimento
efetivo cg; a partir do ajuste nao linear do sinal temporal,
0 que permite uma comparacao quantitativa direta entre
o coeficiente previsto teoricamente e o valor obtido a
partir da dindmica experimental.

3.1. Determinacao experimental do momento de
dipolo magnético via forga de repulsao

A forca magnética de repulsdo entre dois imas idénticos
fol medida em fun¢do da distdncia axial entre seus
centros. Conforme discutido na Secao Tedrica, no regime
em que a separagdo ¢ grande em compara¢do com
as dimensdes dos imas, a interacdo pode ser descrita
pela aproximacao de dipolo magnético, levando a uma
dependéncia funcional F(z) o« x~%. Assim, os dados
experimentais foram representados em funcio de x4,
de modo que a relagao tedrica se tornasse linear.

Experimentalmente, a forca magnética foi obtida a
partir da variacdo da leitura de uma balanca digital
de alta precisdao. Dois imas de neodimio idénticos foram
dispostos ao longo de um mesmo eixo vertical, com polos
magnéticos iguais voltados um para o outro, de modo a
produzir uma forga de repulsdo axial. O ima inferior foi
mantido fixo sobre a balanca, enquanto o imé superior
foi acoplado a uma haste vertical com posicao ajustavel.
A distancia axial x entre os centros efetivos dos imas
foi controlada variando-se a altura da haste, garantindo
alinhamento aproximadamente coaxial ao longo de todo
o intervalo de medidas.

A forca magnética foi medida diretamente entre os
dois imas. A varidvel z, introduzida no modelo teérico,
representa a separacao axial efetiva entre os imas na
aproximagao de dipolos magnéticos. Para cada valor
de z, a forca magnética de repulsdo foi determinada a
partir da variacdo da massa indicada pela balanca, por
meio da relagdio F = Amg, em que g = 9,783816m/s?
corresponde ao valor da aceleragao da gravidade medido
localmente, no passado, dentro do edificio do Instituto de
Ciéncias Exatas ICEx, com bastante precisdo. A distan-
cia x foi interpretada como a separagdo entre os centros
magnéticos efetivos dos imas; eventuais deslocamentos
sistematicos associados a espessura dos imas ou dos
suportes estdo, em primeira aproximagao, incorporados
no termo de offset do ajuste linear.

No regime em que a separacdo x ¢ suficientemente
grande em relagao as dimensoes caracteristicas dos imas,
a interacao magnética pode ser descrita pela aproxima-
¢ao de dipolo magnético. Para dois dipolos idénticos,
coaxiais e com momentos efetivos My = My = M, o
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Ajuste linear
(] Dados experimentais o
0.025 |
0.020
2 0.015
S
0.010 |
F=Ax"~{-4} +B
A = 4.91346779e-07 + 1.96883379¢-08
B = 2.29744153e-04 + 5.18928390e-04
2=
0.005 | R2 = 0.99045822
0.000 . : . : .
0 1.0x10* 2.0x10* 3.0x10* 4.0x10* 5.0x10*

(1/2*) [m—]

Figura 3: Forca magnética de repulsdo entre dois im3s de neodimio em funcdo de ™. Os pontos representam os dados experimentais
e a linha continua corresponde ao ajuste linear utilizado para a determinacdo do momento de dipolo magnético. A func3o de ajuste,
assim como os dados obtidos com as respectivas incertezas, estd apresentada na legenda.

modulo da forga axial de repulsao é dado por

_3M0M2 1
DY

F(x) (31)
0 que justifica a representacado dos dados experimentais
em funcio de z7% e, com isso, nos permite a determina-
cao direta de M a partir do coeficiente angular do ajuste
linear.

A Fig.[3lapresenta o grafico da forga magnética medida
em funcao de 24, juntamente com o ajuste linear obtido
pelo método dos minimos quadrados. A boa linearidade
observada confirma a validade da aproximagao de dipolo
magnético no intervalo de distancias investigado.

A partir do coeficiente angular A do ajuste linear e da
expressao tedrica para a forcga entre dois dipolos coaxiais,
o momento de dipolo magnético é dado por

M= 2w A .
310

Os dados experimentais da forca de repulsdo foram
analisados por meio de um ajuste linear na varidvel x4,
de modo que o modelo tedrico previsto pela aproximacao
de dipolo magnético se escreva na forma

(32)

F=Az""*+B, (33)
onde A é o coeficiente angular associado ao termo
dominante =% e B parametriza um possivel offset expe-
rimental, o qual pode refletir pequenas nao idealidades
de alinhamento, deslocamentos sistematicos na leitura
da balanca ou a posicao efetiva do centro magnético do
conjunto experimental. O ajuste linear forneceu

A:
B

(4,940,2) x 107" N -m?,
(0,0002 & 0,0005) N.
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Observa-se que B é compativel com “zero” (dentro da
incerteza), indicando que o comportamento dominante
do conjunto de dados é efetivamente governado pelo
termo proporcional a =4 O valor do coeficiente de
determinacio do ajuste linear obtido foi de R? = 0,9905.
A partir da relacao dada pela Eq. e, assumindo que
a incerteza dominante provém de A (com pg tratada
como constante exata), a propagagdo de incertezas de
primeira ordem fornece

oM
AM = |— | AA. 36
E (36)
Como
oM 1 /2 1 M
oV _ 2 AT - - (37)
0A 2V 3ug VA 24
segue que AM = % %, ou, de forma equivalente,
% = %%. Para os valores ajustados na Eq. ,
tem-se
AA
— =4,01x1072 38
2 = 4011077, (39)
e, portanto,
M AA
AM = - == = 2,00 x 1072 A - m?. (39)

Finalmente, obtemos o seguinte valor experimental
para o momento de dipolo magnético

M = (0,90 +0,02) A - m?. (40)

A determinacao experimental do momento magnético
M foi realizada por meio de um arranjo simples de forga
de repulsao entre imas, com o objetivo de obter uma
estimativa de ordem de grandeza adequada ao contexto
didatico do trabalho. Nao foram consideradas correcoes
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multipolares ou efeitos de campo préximo nessa etapa.
Assim, o valor obtido para M deve ser entendido como
uma estimativa compativel com a escala dipolar assin-
tética. Pequenas discrepancias entre o valor tedrico e
o valor experimental do coeficiente de amortecimento
podem refletir tanto a simplicidade desse procedimento
quanto limitagbes da aproximagdo dipolar no interior
do tubo.

3.2. Estimativa tedrica do coeficiente de
amortecimento a partir do valor
experimental de M

O modelo eletromagnético desenvolvido na Segio [2.4]
prevé, para um ima de momento de dipolo magnético
M oscilando no interior de um tubo condutor cilindrico,
um coeficiente de amortecimento dado por

153 M2 0, (1 1
(M) = =051 @B (41)

Utilizando o resultado da Eq. , os raios interno e
externo do tubo a = 18,4 x 1073 m e b = 21,0 x 103 m,
e a condutividade elétrica do cobre a temperatura
ambiente local, o, = (5,85 4 0,05) x 107 S/m, obtém-
se ¢(M) =587 x10"2kg-s L.

3.2.1. Propagacao de incertezas em c(M)

Definindo o fator geométrico
1 1
G(a,b) = ((],3 — b3> s (42)

podemos escrever ¢(M) = K M?G(a,b), com K =

. Assumindo g constante neste estigio e varii-
veis independentes {M, o.,a,b}, a incerteza relativa de
primeira ordem é

() - () () - ()
onde
(AG)? = (gfm>2 ¥ (%fAb)z

3 2 3 2
= (C#Aa) + <b4Ab> , (44)
é importante notar que, em sistemas reais, a condutivi-
dade elétrica o, ndo é um pardmetro estritamente cons-
tante, podendo depender, por exemplo, da temperatura e
da pureza do material condutor. Durante o experimento,
parte da energia mecénica é dissipada na forma de calor
por meio das correntes de Foucault, o que pode levar a
um aquecimento gradual do tubo e, consequentemente,
a pequenas variacoes efetivas de oe.
Nesta etapa, adotamos as seguintes incertezas AM =
2,0x 1072A -m?, Aa=Ab=0,05mm = 5,0 x 107°m.
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Estas incertezas foram obtidas dos dados da balanga e
do paquimetro utilizado. Com esses valores, obtém-se:
G(a,b) = 5,25x 10* m~3, a incerteza do fator geométrico
é AG = 1,52 x 103m~3, portanto, AGG = 2,89 x 1072,
A incerteza relativa a condutividade elétrica do tubo de

cobre é: % = 8,55 x 1073. Além disso,

—2
ZAM 2,0 x 10

=444 x 1072 4
% 0.90 44 x 1077, (45)

de modo que os termos associados a incerteza do
momento de dipolo magnético e ao fator geométrico
contribuem de forma comparavel para a incerteza total.

Assim,
AMN\?  [AG\? [Ac.\?
Ac(M) = (M 2= = —
ooy (5) + (38) (32
= 3,15 x 10 3kg-s L. (46)
Portanto,
(M) =(594+03) x 1072 kg-s~*. (47)

3.3. Ajuste do movimento amortecido e
determinacao do coeficiente cgy

O movimento do sistema massa-mola-ima no interior
do tubo condutor foi registrado como uma funcao tem-
poral z(t). O sinal experimental apresenta oscilagoes
aproximadamente senoidais com envelope exponencial
decrescente, caracteristica de um oscilador subamorte-
cido. Os dados foram ajustados por minimos quadrados
nao lineares ao modelo

z(t) = xg e sen(wt + @) + D, (48)

em que xg ¢ a amplitude inicial em metros, v é a
constante de decaimento do envelope, w é a frequéncia
angular amortecida, ¢ é a fase inicial e D é um termo de
offset associado ao zero experimental.

A Fig. apresenta o sinal experimental z(t) em fungio
do tempo t, obtido a partir do registro da posicao do
oscilador ao longo do movimento vertical, e a curva
ajustada pela Eq. , evidenciando boa concordancia
entre o modelo e os dados no intervalo analisado. Este
sinal foi obtido por uma interface PASCO Capstone®,
versao 2.12.2, ligada a um computador. Mediu-se o
tempo de ¢ € [0, 4]s a uma taxa de aquisigdo de 100Hz. O
ajuste dos dados experimentais foi realizado por minimos
quadrados nao lineares, utilizando o ambiente Julia.
A qualidade do ajuste foi avaliada por meio do erro
quadratico médio (RMSE). O ajuste convergiu de forma
estavel, com um RMSE igual a RMSE = 2,5 x 1074, e
forneceu os seguintes parametros de ajuste:

o = (4,017 &£ 0,005) x 1072, v = (2,510 £ 0,007) x
1071s7 w = (14,700 4 0,006) rad/s, ¢ = (2,240 +
0,001)rad, e D = (—1,232 £0,01) x 10~2 m.

Com o objetivo de determinar a rigidez da mola k

a partir de w, usamos os valores obtidos pelo ajuste.
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A{'L)zst( o )i D
+ (t) = wge” " sin(wt + @) +
0.04 Dados F.rpfrr'melﬁuis
0.02
g
—  0.00 f
o
B}
-0.02
Xo = 4.01707e-02 * 4.64170e-05
Yy = 2.50958e-01 * 6.63964e-04
w = 1.46997e+01 + 6.40731e-04
_0.04 | ¢ = 2.23989e+00 * 1.09867e-03
! D =-1.23189e-03 + 1.28159e-05
RMSE = 0.0002546 m
L L
0 1 2 3 4

t[s]

Figura 4: Ajuste nio linear do sinal temporal do oscilador amortecido ao modelo z(t) = zoe™ "!sen(wt + ¢) + D, para t € [0,4]s
e com uma frequéncia de aquisicdo de dados igual a 100Hz. Os dados obtidos no ajuste com as respectivas incertezas estdo

apresentados no gréfico.

Assumindo um regime subamortecido, a frequéncia an-

gular amortecida w satisfaz w? = w3 —~2, isto é, w3 = %,
de modo que
k=m(w?++%). (49)

Considerando-se k como fungao das varidveis indepen-
dentes m, w e v e, usando os valores obtidos no ajuste,
a rigidez da mola utilizada no experimento é

k= (22,340,1)N/m. (50)

3.3.1. Determinacdo do coeficiente cgy a partir
do ajuste nao linear

Comparando o envelope exponencial do regime subamor-
tecido,
(51)

’7:%7

onde m é a massa do sistema oscilante. Observando-se o
modelo ajustado da Eq. , identifica-se

Cit
= — =
Y om’

chy = 2myy. (52)

Usando os valores obtidos no ajuste, obtemos o valor
central

cae = 2(0,1030)(0,2510) = 5,1706 x 102 kg -s~*. (53)

3.3.2. Propagacao de incertezas em cg¢

Tratando cgy = 2my como funcdo de m e ~ indepen-
dentes, a propagacao de incertezas de primeira ordem
fornece

(Acq)? = (2yAm)* + 2mAy)E.  (54)
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As contribuicoes sao

2y Am = 2(0,2510) (5,0 x 107*) = 2,51 x 10" *kg - s~ ",
(55)

2m Ay = 2(0,1030) (7,0 x 10*) = 1,44 x 10 *kg - s .
(56)
Assim, a incerteza é dada por

Aca = /(2,51 x 1074 + (1,44 x 10-4)%, (57)

= 289 x 107 kg s 1. (58)
Portanto,

cae = (5,17+0,03) x 10 ?kg - s~ 1. (59)

Os valores obtidos no experimento satisfazem expli-
citamente a condicao cﬁ2t < 4mk, o que confirma que
o sistema opera no regime subamortecido, em plena
concordancia com a forma funcional observada do sinal
temporal.

O coeficiente ajustado experimentalmente corres-
ponde ao amortecimento efetivo total do sistema, que
inclui tanto contribuigdes nao magnéticas (arrasto vis-
coso do ar e perdas mecénicas no conjunto massa—mola)
quanto a contribuicdo viscosa-magnética associada as
correntes induzidas no tubo. Testes preliminares re-
alizados com um ima de menor magnetizagdo (N35)
indicaram que o amortecimento total do sistema ja era
baixo, o que sugeriria que as perdas nao magnéticas
sdo pequenas no intervalo de tempo caracteristico ob-
servado. Assim, no regime experimental considerado, a
contribuicdo magnética constitui o principal mecanismo
dissipativo.

A dependéncia linear da forca dissipativa com a
velocidade, Eq. , isto é, F = cwv, foi verificada
no intervalo de amplitudes utilizado no experimento,
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nao sendo observada evidéncia de comportamento nao
linear no regime analisado. Uma investigagao sistematica
da dependéncia do coeficiente de amortecimento com a
amplitude inicial constitui uma extensao natural desta
atividade e pode ser explorada em contexto de labora-
torio didatico.

4. Conclusoes

Neste trabalho, investigamos experimentalmente o
amortecimento magnético de um ima de neodimio os-
cilando no interior de um tubo de cobre. A partir
da Lei de Faraday-Lenz, a forca magnética induzida
foi modelada como uma forca dissipativa efetiva pro-
porcional & velocidade, permitindo descrever o sistema
como um oscilador harménico amortecido em regime
subamortecido. Esse modelo viabilizou a determinagao
do coeficiente de amortecimento magnético por dois
procedimentos independentes: uma estimativa tedrica,
baseada no momento de dipolo magnético do ima e nos
parametros geométricos do tubo, e uma determinacao
experimental direta, obtida a partir do ajuste nao linear
da dindmica temporal do movimento.

O momento de dipolo magnético foi determinado
experimentalmente como

M = (0,90 £ 0,02) A-m?, (60)

a partir da medida da forca de repulsao entre dois imas
idénticos. Com base nesse valor, o modelo eletromagné-
tico prevé um coeficiente de amortecimento

o(M) = (5,9+0,3) x 10 > kg-s™ . (61)

Por sua vez, a andlise do movimento amortecido do
sistema massa—mola—ma forneceu, a partir do ajuste
direto do sinal temporal,

cay = (5,17 £ 0,03) x 10~ % kg-s~ 1. (62)

A comparagdo entre ¢(M) e cqy revela uma diferenca
relativa da ordem de aproximadamente 12%, com cgy <
c¢(M). Essa discrepancia deve ser interpretada como
resultado da combinacao de miultiplas contribui¢Ges
sistematicas de pequena magnitude, compativeis com
as aproximagoes adotadas. Entre os fatores relevantes
destacam-se: (i) a utilizagdo da aproximagao de dipolo
pontual para um ima de dimensoes finitas, particular-
mente no regime de campo préximo no interior do tubo;
(ii) a natureza rudimentar da determinagdo experimen-
tal do momento magnético por meio do arranjo de forga
de repulsdo; (iii) a incerteza associada & condutividade
elétrica do cobre comercial; e (iv) a presenca de amor-
tecimento nao magnético residual, como arrasto do ar e
perdas mecanicas no sistema massa—mola.

Além desses fatos, o modelo tedrico assume tubo
efetivamente infinito e alinhamento axial ideal, hip6teses
que simplificam a andlise, mas que nao sdo rigorosamente
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satisfeitas no arranjo experimental. A contribuicao acu-
mulada dessas aproximagoes é compativel com a dife-
renga percentual observada (tipica de resultados obtidos
em bancadas de fisica experimental da graduagao). Os
dois procedimentos empregados apresentam sensibili-
dades distintas a erros sistemédticos. Em contraste, a
determinacao de ¢ por meio do ajuste temporal utiliza
um grande conjunto de dados ao longo da evolugdo
dindmica, o que proporciona maior robustez estatistica
e reprodutibilidade.

Apesar dessas limitacoes, a concordancia quantitativa
entre os valores obtidos teoricamente e experimental-
mente sustenta o uso deste sistema como uma ferramenta
didatica eficaz para a discussdo integrada de inducdo
eletromagnética, amortecimento viscoso e analise de in-
certezas em fisica experimental. A discrepancia residual
observada nao invalida o modelo proposto, mas evidencia
de forma instrutiva o papel de efeitos nao idealizados,
o que reforca a consisténcia global da abordagem e a
adequagao do experimento ao contexto de ensino.

4.1. Perspectivas para trabalhos futuros

Para aprofundar a investigacdo e ampliar o escopo
experimental e teérico do sistema estudado, sugerem-se
as seguintes extensoes:

o Realizar testes sistematicos das varidveis previstas
pelo modelo eletromagnético, ¢ x o0, € ¢
(% — b%), por meio da utilizacdo de tubos com
diferentes materiais e espessuras, variando expli-
citamente os parametros geométricos a e b.

e Investigar explicitamente o regime eletromagnético
por meio do cdlculo e controle experimental da
profundidade de penetragio &6 = +/2/(uooew),
para explorar a transi¢do entre regimes predomi-
nantemente resistivos e indutivos.

o Avaliar experimentalmente a linearidade da forga
dissipativa com a velocidade, isto é, analisar a
dependéncia do coeficiente efetivo ¢ da amplitude
inicial do movimento.

e Desenvolver modelagem mais refinada do campo
do ima, para incorporar sua geometria cilindrica
finita e possiveis corre¢bes multipolares, bem como
efeitos de borda associados ao comprimento finito
do tubo.

e Quantificar separadamente as contribuicbes de
amortecimento nao magnético (arrasto do ar e
perdas mecénicas) e do amortecimento magnético,
por meio de experimentos comparativos sem o tubo
condutor.

o Investigar o efeito da histerese magnética em ma-
teriais ferromagnéticos e sua influéncia no amorte-
cimento total.

e Estudar a dindmica rotacional do ima e quantificar
o torque magnético associado ao movimento gira-
torio e sua eventual contribuicdo dissipativa.
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o Utilizar o experimento de queda livre do ima no
interior do tubo para determinar a velocidade
terminal e comparar com o coeficiente viscoso
extraido do regime oscilatorio.

e Explorar a dependéncia do amortecimento com a
temperatura do tubo, variando controladamente a
condutividade elétrica o.(T'), estabelecendo cone-
xa0 entre dissipacdo, aquecimento e propriedades
elétricas do material.

O conjunto dessas extensbes permite transformar o
arranjo aqui apresentado em uma plataforma experimen-
tal versatil, adequada tanto para fins didaticos quanto
para investigagoes mais aprofundadas sobre dissipacao
eletromagnética e modelagem fisica de sistemas reais.
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Apéndice

Neste Apéndice, iremos resolver a integral mostrada na

Eq. .
b oo D3 .2
// BEELCY
o Jooo (R2+22)5

Passo 1: Resolver a Integral Interna. Primeiro, conside-
ramos a integral interna:

[ee] 22
/ .
oo (R2 4+ 22)5
Com o objetivo de evitar substituigoes trigonométricas
tediosas, podemos utilizar uma equacao apropriada para

resolver esta integral e que pode ser encontrada na tabela
de integrais de Gradshteyn e Ryzhik, Secdo 3.251, Eq. 4.

(A.1)

(A.2)

cf. Ref. [36]:
0o x2m
—_— A.
| e (A3)
a equagao é
o 2m T 1 T _ _ 1
| e =yt gy
o (az®+c)" 2 amtzcnmmE0(n)

onde a =1, ¢=R% m=1en = 5. Aplicando estes
valores na Eq. (A.4), iremos obter

> 2 1r1+3Hre-1-13
/ g MU NG 1=3) -y
o (E+RPC 2 (RING)
Simplificando as fun¢bes gama:
1 3 1
'f1i4+=)=T(=)== A.
(1+3)-r(3) =37 @9
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1 7 157
I'(5-1—-—=] = - = A.
b 2)-r()-BE
e
'(5) = 24. (A.8)
Substituindo esses valores, teremos:
* 22 > 22
————dz=2 ———dz A9
/_Oo (22 + R2)5 ,/0 (22 + R?)5 (4.9
1/m- BT sp
=27 = —.  (A.10)
R7-24 128R7
Vamos incluimos o fator R:
_o [ 2 _ 51 5
33/ — _de=RP = T (AL
(2R sir  1askr MY
Agora integramos com respeito a R:
b
o _
———dR. A.12
/a 128 R* ( )

Esta integral pode ser avaliada da seguinte forma:

5mo (Y1 5 { 1 T (A13)

= — dR= — |- —
128 J, R4 128 | 3RS

a

Simplificando, teremos:

5 11 5 (1 1
e =)= (= —-—). (Al4
128 < 3 3a3) 128 (3a3 3b3> (A.14)

Portanto, temos o seguinte resultado:

b oo _
R322 _ 57 (1 1
® dzdR= [ — — — ). (A1
//(R2+z2)5 AR =198 <3a3 3b3> (A-15)

Disponibilidade de Dados

Todo o conjunto de dados que da suporte aos resultados
deste estudo é simples e estd integralmente contido no
préprio artigo.
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