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Considering general aspects of motion, the content of Lie symmetries is derived as a central structure for
mechanical theories. This algebraic apparatus is associated with the Schwinger variational principle, which is
related to the Feynman formulation, as is well known. In this realm of symmetries, different representations of
non-relativistic quantum mechanics is addressed. The first, and most natural in this context, is the Liouville-von
Neumann formulation in terms of density matrix. Looking for solutions of the Liouville-von Neumann equation,
the Schrodinger-equation representation is derived as a theorem. In this realm we emphasize the meaning of the
Heisenberg algebra for deriving the generators of the Galilei group. This procedure, based on symmetries, only,
brings another perspective to consider an old but not fully solved problem: the Heisenberg relation for the time
observer and the generator of time translation (the Hamiltonian). From the density matrix representation, the
phase space Wigner representation of quantum mechanics is presented, followed by the symplectic representation.
The most general presentation of quantum mechanics is based on the Fock space. This is discussed considering
symmetries. As a consequence, for any type of representation, quantum mechanics is basically a quantum field
theory. This interpretation is achieved by consistency and leads naturally to solve initial problems of quantum
mechanics, such as the wave-particle notion and the principle of complementarity.

Keywords: Quantum Mechanics Structure, Representations, Symmetry.

Considerando aspectos gerais do movimento, o contetido de simetrias de Lie é deduzido como uma estrutura
central para as teorias mecéanicas. Este aparato algébrico estd relacionado ao principio variacional de Schwinger,
que por vez, associa-se & formulagio de Feynman, como é bem conhecido. E neste ambito de simetrias que
diferentes representacdes da mecanica quantica nio-relativistica sdo abordadas. A primeira, e mais natural neste
contexto, é a formulacdo de Liouville-von Neumann em termos da matriz de densidade. Procurando solugoes
da equacdo de Liouville-von Neumann, a representacdo que se estabelece na equacdo de Schrédinger é obtida
como um teorema. Neste caso, enfatizamos o significado da algebra de Heisenberg na construgdo dos geradores
do grupo de Galilei. Este procedimento, baseado apenas em simetrias, traz uma outra perspectiva de se abordar
um problema antigo, mas ainda ndo completamente resolvido: a relagdo de Heisenberg para o observavel tempo
e o gerador de translacdo no tempo (o Hamiltoniano). A partir da matriz de densidade, a representacdo da
mecanica quantica no espago de fase, proposta por Wigner, é discutida, o que leva a representacdo simplética da
mecénica quintica. A apresentagdo mais geral da mecanica quintica é estruturada no espago de Fock, que aqui
é abordado nesse contexto de simetrias. Como consequéncia, para qualquer tipo de de representagdo, a mecéanica
quantica é basicamente uma teoria quantica de campos. Esta interpretacio se estabelece por consisténcia e conduz
a solugdes de certos problemas iniciais da mecanica quantica, como a nogdo de onda-particula e o principio da
complementaridade.

Palavras-chave: Estrutura da Mecanica Quantica, Representacoes, Simetria.
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1. Introducao

O principal proposito do presente trabalho é apre-
sentar diferentes formulacdes da mecédnica quéantica
de um modo unificado e tanto quanto possivel se-
guindo um procedimento pedagdgico. Essas formulagoes
sdo consequéncias de representacoes algébricas, mas
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sao usualmente tratadas esparsamente, o que dificulta
o amadurecimento da teoria quéntica tanto para as
atividades de ensino, na compreensao de sua natureza
filoséfica/espistemolégica, como para sua aplicagdo na
pesquisa.

Considerando elementos historicos e espistemologicos,
ha uma ampla literatura associada aos problemas origi-
nais ligados & construcdo da fisica quantica [IH3]. Esses
trabalhos possuem relevancia que vao além da histéria e
da evolucao das idéias da fisica, pois alcancam e provém
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fundamentos interpretativos em areas como as novas en-
genharias, que surgiram desde as primeiras proposigoes
da teoria quantica. Um outro aspecto importante nesses
estudos é a revelagdo do caracter dindmico-social das
teorias fisicas 2, [4].

Ainda neste contexto, a andlise sobre o conteido
de uma teoria do movimento, seja no dominio classico
como no quantico, resultou em impressionantes desdo-
bramentos teéricos e experimentais. Um exemplo famoso
é o das desigualdades de Bell [3, 5] que conduziram,
depois de um caminho longo, a nogdes como emara-
nhamento e teletransporte de sistemas quénticos [6HI0].
Todavia, problemas interpretativos ainda persistem, e
parte provém do préprio desenvolvimento histérico da
teoria. Uma mostra desse tipo de dificuldade é o estudo
do significado de relagoes de Heisenberg envolvendo
operadores do tipo tempo [ITHI3]. Uma outra dificuldade
perene é o conceito de particula elementar. Vejamos com
mais acurdcia este tultimo aspecto.

Devido & mecénica classica, nos livros textos o con-
ceito de particula estd quase sempre associado a no-
¢do de ponto material-inercial [I4], [I5]. Isso levou, no
inicio dos estudos dos sistemas quénticos, a intensas
discussbes envolvendo conceitos como onda-particula e
complementariedade. Os cuidadosos trabalhos de Bohr
se constituem em uma requintada alegoria desse pe-
riodo [I6]. A funcdo de onda, t(x,t), passou a ser
interpretada como uma amplitude de probabilidade, com
|¥(x,t)|? representando a densidade de probabilidade
de se encontrar uma particula localizada na posicao
x € R3 no instante de tempo ¢t € R. Dois resultados
importantes surgiram com essa definicdo de 1 (x,t) (uma
funcao complexa definida no R*): os fenémenos sobre
interferéncia, como ocorre com o elétron, receberam
tratamento tedrico com previsibilidade experimental, e
a teoria de probabilidade classica fora generalizada para
o reino dos nimeros complexos.

A intepretacdo inicial de ¥ (x,t) esteve inspirada na
teoria cinética cldssica [I7) [I8], na qual cada ponto, x,
do espaco de configuracdes é o locus de uma particula
(um ponto material-inercial) com velocidade v num
instante de tempo t. A densidade de probabilidade em
teoria cinética, f(x,v,t), é entdo o que se chama de
estado do sistema. Esta nomenclatura foi emprestada
pela fomulacdo da mecédnica quantica, que passou a
interpretar 1 (x,t) também como “estado” do sistema
quantico. Essa denominagdo é ainda comum nos livros
didaticos sobre mecanica quantica, continua adequada
na pesquisa sobre a interagdo da radiacdo com a ma-
téria [I9], mas na generalidade de aplicagbes arrasta
dificuldades histéricas, como a noc¢ao de onda-particula.
A superacgdo desse tipo de dificuldade ocorreu com a
axiomatizacdo em termos de operadores de campos e
de simetrias [20H22]. Nesta situacio, considerando uma
teoria de movimento para campos, a nog¢ao de “estado
mecéanico” ¢é ligeiramente diferente. Vejamos.

De modo breve [20], um campo, fisicamente, é repre-
sentado por uma funcdo definida como o(x,t), sendo
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o uma propriedade fisica de pontos do espaco-tempo,
(x,t) € R% A propriedade fisica o, matematicamente,
pode ser um escalar, um vetor (como no caso do campo
campo elétrico), ou um spinor (como no caso do campo
de Dirac), entre outros objetos matematicos. Além disso,
um campo o(x,t) traz consigo os atributos mecéanicos
do sistema em estudo, e por definicdo nao se reduz
a pontos materiais. Neste sentido, interpretada como
campo, a fungdo ¥(x,t) estabelece as caracteristicas
fisicas de pontos do espaco-tempo; isto é, 1 descreve
fisicamente uma amplitude de probabilidade associada
a pontos (x,t) € R% Além disso, 1(x,t) transporta as
informacoes sobre o sistema mecénico em estudo. No
caso do elétron, 1 traz consigo as informacoes sobre a
massa do elétron, sua carga elétrica e spin.

A representacdo quéntica mais geral, que descreve
sistemas atomicos e subatomicos, ocorre no espaco de
Fock, F(Hg) |21, 22], uma generalizaciao do espago de
Hilbert, Hg, este ultimo definido no espago de fungoes
complexas do R? (espaco Euclidiano), do tipo Lebesgue
de segundo tipo, como é o caso de . Isso levou a me-
canica quantica a se constituir em uma teoria quantica
de campo, com consequéncias praticas extraordindrias.
Uma dessas foi a descoberta do transistor [23]. Neste
caso, a representacdo no espaco de Fock permitiu a
introdugao do conceito de “buraco” em fisica da matéria
condensada (equivalente ao conceito de anti-particula,
nas teorias de campos relativisticas). Esta representaciao
foi denominada historicamente de “segunda quantiza-
¢do” [21], uma nomenclatura que gerou dificuldades,
mas que aos poucos alcanca o desuso. Além disso, a
formulagdo original da mecanica quantica estabelecida
no espaco Hpg passou a ser um caso particular da
representagao em F(Hg).

E importante observar que na situaco relativistica,
o elétron é descrito pelo campo de Dirac, satisfazendo
a equagao de Dirac (invariante por transformagoes de
Lorentz). Se o elétron estiver em uma velocidade, v,
baixa comparada com a velocidade da luz, ¢, o limite
nao-relativistico (v << ¢) da equagdo de Dirac conduz a
equacgao de Pauli-Schrédinger, e o campo de Dirac passa
a se chamar campo de Schrédinger ou Pauli-Schrédinger.
Mas note que o campo é o mesmo, pois o sistema
fisico — o elétron — é o mesmo, caracterizado por uma
massa, uma carga elétrica e um spin, que sdo invariantes,
nos dominios de altas e baixas velocidades. Como o
campo de Dirac nao é decomposto em outros campos
mais fundamentais, o elétron é denominado de particula
elementar. Experimentalmente, de fato, ndo se observa
estrutura no elétron, até onde se mede atualmente suas
caracterisitcas basicas.

Por ser um campo, este por definicdo, como vimos
acima, nao fica redutivel a um ponto material. Entre-
tanto, essa situagdo pode ser contemplada como um
caso especial: quando o campo estd muito localizado no
espago, com o comportamento de uma delta de Dirac.
Por este motivo é possivel utilizar a ideia de ponto
material, como acontece nos cursos basicos de fisica e na
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pesquisa em areas como a fisica da matéria condensada
e da oOptica.

Ressalte-se que o objeto matematico a descrever um
sistema fisico ndo é um elemento ontoldégico de disputa.
Escolhe-se o objeto a representar o sistema fisico que
permita consisténcia e abrangéncia nas aplicacgoes. Por
isso, considerando o elétron, nos casos especificos se
opera as vezes com campos, as vezes com o conceito de
ponto material, e as vezes de modo hibrido.

Em termos do movimento, o “estado mecénico” do
elétron, descrito como um campo no contexto atémico,
é dado por 1 e suas derivadas espaciais e temporal, o que
é indicado por 9. Neste caso, ¢ descreve a conformacio
do sistema no espaco, em certo instante de tempo; Jv
representa aspectos de mudanca dessa conformagao do
campo, ou seja, o seu movimento no espago-tempo.
Isto é a generalizacdo do caso de particulas pontuais,
em que o “estado mecénico” é dado pela conformacéo
espacial (a localizacdo), x(t), e sua derivada primeira,
a velocidade v; uma informacao sobre o movimento do
sistema num instante de tempo t. O uso de derivadas de
ordens mais altas, em ambos os casos, para a definicao de
estado mecanico é ainda possivel, mas nao serd estudado
aqui.

Com estas defini¢oes especificadas e com as condigoes
de simetria do espaco-tempo, ou seja, do R?*, se deduz,
por exemplo, através do principio variacional de Schwin-
ger [24H29], as equagbes de movimento dos campos.
Esse processo inclui as equagdes dos campos de calibre,
que descrevem as interagdes abelianas (como o campo
eletromagnético) e ndo abelianas (como o ghion)ﬂ

Neste trabalho, procuramos tratar essas questoes,
iniciando por enfatizar o significado das simetrias na
construcdo de uma teoria do movimento [3I]. E sob
esta perspectiva que analisamos diferentes representa-
¢oes da mecanica quéntica. De fato, este é um ponto

1 Uma situagdo intrincada persiste até os dias atuais com o
conceito de “f6ton”, uma particula elementar. Historicamente, o
campo eletromagnético, depois da sintese de Maxwell, recebeu
nomes diversos, como campo de Maxwell, ou campo de radiagio.
A palavra “féton” foi utilizada para se referir ao elemento béasico
de discretizacdo dos niveis de energia do campo eletromagnético,
o quantum. Por esse motivo, as vezes também é definido como
“excitagbes do campo eletromagnético”. Com o advento da ele-
trodindmica quéntica, a palavra “féton” passou a descrever a
particula elementar mediadora da interacdo eletromagnética. O
nome “féton” neste caso é o proprio campo de Maxwell, carregando
assim seus atributos mecéanicos, quais sejam: carga elétrica nula,
massa nula e spin 1. No limite cldssico a discretizacdo da energia
nao fica evidente devido a escala. Por esse motivo, a palavra
“féton” nao aparece num curso de eletrodinamica classica. Mesmo
se referindo ao féton como uma particula elementar, em nenhuma
situagdo hé algo como uma “bolinha, ou ponto, de luz inercial”; no
melhor ha os limites da éptica geométrica. Quando se fala de um
certo ntimero de fétons em uma cavidade, digamos n, isto significa
que na cavidade hi campo de Maxwell com energia dada por nhw,
onde w € a frequéncia da radiagdo. Em termos de comparacgio, vale
apontar que o mediador da interagao forte, a particula chamada
“glion”, é descrito por um campo do mesmo nome; e somente
esse nome ¢é utilizado. O mesmo ocorre com outros campos como
o béson de Higgs, e os W e Z bésons, estes ultimos sendo os
mediadores da interagdo eletrofraca [30].
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de partida que nosso grupo vem explorando hé algu-
mas décadas por razdes diversas. Algumas, podemos
dizer, com contetido mais formal, tratando de teorias
das representagoes unitarias em diferentes variedades,
como espagos simpléticos, ou no contexto das teorias
quénticas de campos & temperatura finita [32H34]. Uma
motivagdo fisica primeira para tais estudos é a busca
de contribuigoes para o entendimento do confinamento
em teorias de campos, como o problema da quebra de
simetria quiral na transicdo de fase da matéria hadrénica
para o chamado plasma de quarks e gluons. Problema
este intimamente relacionado com a termalizacdo dos
sistemas fisicos. Mas ha outros elementos motivadores,
incluindo os de natureza pedagdgica, e todos estdo
relacionados.

Muitas das questoes apresentadas acima se mostra-
ram recorrentes quando ministramos cursos sobre me-
cadnica quantica tanto para a pés-graduacdo académica
quanto para a pos-graduacgao profissional. Neste ultimo
caso, em particular, hdA uma imensa demanda para a
transposicao didatica adequada no que diz respeito a
mecanica quintica em seu estdgio atual [30]. Neste
trabalho, explorando a noc¢ao de simetria, apresentamos
tentativas de se aproximar de respostas a essas questoes,
que possuem implicagoes tanto pedagdgicas/filoséficas
quanto na pratica da pesquisa académica. Nos deteremos
nas simetrias nao-relativisticas.

Para evidenciar o papel das simetrias, reformulamos
o principio de Schwinger a partir de uma perspectiva
algébrica. Este aparato, apresentado na se¢éo[2] permite
clarificar fisicamente o significado das simetrias de Lie
para as teorias do movimento. Neste contexto, na se-
¢do 3] a formulagdo da mecanica quantica em termos da
matriz de densidade se mostra a mais natural e apresenta
ampla generalidade. Como uma consequéncia, a repre-
sentacdo em termos da equacao de Schrodinger é obtida
como um teorema. Neste caso, elementos interpretativos
nao usuais sdo detalhados na perspectiva de simetrias.
E assim que analisamos as relacdes de Heisenberg,
em particular a temporal. A extensdao da matriz de
densidade para o espaco de fase conduz a representacao
de Wigner, que é a base da teoria cinética quantica, das
formulagoes estocasticas da fisica quantica, das teorias
de campos nao-comutativas, e com aplicacoes diversas
como em Optica quantica, em fisica de particulas e fisica
da matéria condensada. Estes resultados sdo explorados
nas segoes [ e [f] Na se¢ao [} a representagio em termos
do espago F(Hp) ¢é discutida brevemente. As conclusoes
finais estdo na segdo [7] No Apéndice [A] apresentamos
uma revisdo sobre grupos e algebras de Lie, e com
certo detalhe explicitamos a emergéncia do conceito
de constantes de estruturas nas &algebras de Lie, um
aspecto fundamental, mas pouco discutido e detalhado
na literatura pedagogica. A propédsito, em todo o texto,
tanto quanto possivel, seguimos uma apresentagao peda-
gbgica, evitando o excesso de rigor matematico, que fica
substituido por apelos fisicos. Incluimos uma quantidade
de referéncias que nao é exaustiva, mas que pode ser
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utilizada como um ponto de partida para as pessoas
interessadas. Para tal, privilegiamos trabalhos outros de
revisdo e alguns originais de conteido histérico. Exceto
em algumas situacoes especificas, como no estudo do
limite classico, usaremos h = 1.

2. Estrutura de Simetrias das Teorias
Mecanicas

Nesta secao analisamos a estrutura algébrica das teorias
de movimento, reformulando o principio variacional de
Schwinger. Utilizamos alguns dos nossos estudos pré-
vios [35H38], onde a variedade do espago-tempo fica
definida a partir da nocao de medida e é utilizada
como ponto de partida para analise do movimento; uma
consequéncia dessa andlise que serd explorada aqui é o
caracter algébrico do movimento intimamente ligado a
simetrias descritas por grupos de Lie [30] 39].

Inicialmente, consideramos que as varidveis mecéanicas
(as vezes chamadas de cinemdticas) associadas & descri-
¢ao de um sistema fisico formam um conjunto de objetos
V ={A,B,C,...} com uma estrutura de espaco vetorial.
O detalhamento do tipo de espago vetorial depende
de casos fisicos especificos. E oportuno revisar aqui a
definicao de espago vetorial.

O conjunto V é munido de duas operagdes: “+7,
denominada “soma”, e “-”, “multiplicagdo por um es-
calar”, de modo que se A e B € V, entdo A+ B € V.
A multiplicagdo envolve um vetor A e um nimero do
corpo, aqui escolhido como os Reais, R, isto é, se a € R,
entdo a - A = aA = Aa € V. Essas operagoes satisfazem
as seguintes condigbes para todo A, B,C € V and
a,b,c e R:

A+B=DB+A, 1
(A+B)+C=A+ (B+0), 2
A+0=A4, 3

A+ (—A) =0,

a(A+ B) =aA+aB,
(a+b)A=aA+0bA,
(ab)A = a(bA),
1A= A,

ot

(=2} e~
DD DD O —

8

e e e e

com 0 € V denominado de vetor nulo. Neste caso
V é denominado de espago vetorial, ou espago linear.
O axioma na Eq. descreve a comutatividade da soma;
a Eq. evidencia a associatividade da soma; a Eq.
garante a existéncia do vetor nulo; a Eq. garante a
existéncia dos vetores inversos ou negativos com relacao
a soma. Como é usual, usa-se a mesma noma notagao
para a soma, “+”, para vetores e numeros, mas isso
nao conduz a confusdo. Algumas observagoes sao ainda
de interesse aqui. Note que se A+ B = 0, entdo B = —A.
Este resultado mostra que o inverso de B é tunico. Se
A €V, entdao para a = —1, segue que (—1)A = —A.
Além disso, se a = 0 and A # 0, logo aA = 0A = 0.
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Para A = 0 e a # 0, a0 = 0. Mais uma vez, usa-se
a mesma notagado para o vetor nulo e niimero zero, sem
criar ambiguidade. Esses axiomas foram propostos como
uma sintese da generalizagao da geometria Euclidiana, e
alcancam varios sistemas fisicos como veremos.

Além dessa estrutura de espago vetorial, V é natural-
mente provido com um produto associativo, o, tal que
o:V xYV — V. Esse produto é também representado
em uma notacao simplificada como Ao B = AB = C,
com A, B,C € V. A forma mais simples de o é uma
estrutura linear. Dessa maneira, }V passa a ser uma
algebra associativa, e uma consequéncia importante é
a expansao, a ld Taylor, de fungoes de observaveis.

A mudanca de um elemento cineméatico pode ser
quantificada a partir de parametros do espaco-tempo,
ou seja, do R*. Considerando uma varidvel A funcdo de
um parametro 7 € R, 1.6 A = A(7), entdo a mudanca de
A, 0A, devido a uma mudanca infinitesimal de 7, pode
ser escrita como 0A = A(7+07)— A(7). Além disso, essa
variagao pode ser especificada pela agao de um elemento
G € V, chamado gerador, através de um mapeamento
do tipo (, ) : V¥V x ¥V — V. A situacdo mais simples é
a linear, tal que A = (A, G) é7. Observe que (, ) dota
0 espago vetorial V com outra estrutura algébrica a ser
especificada.

Um aspecto fisico a ser considerado é que um gerador
de mudancas, G, ndo produz variagcbes mecanicas sobre
si mesmo. Isto resulta em (G,G) = 0. Escrevendo G =
A+ B, tal que (A+ B,A+ B) = 0, e a usando a
linearidade de (, ), obtemos

(4,B) = —=(B, A); 9)

isto é, o produto ( , ) is antissimétrico.

Vamos denotar C' = AB. Uma mudanga infinitesimal
de C, 06C, é escrita, até primeira ordem, como §C = (A+
0A)(B+46B)—AB, que resulta em 6C = (§A) B+A (6 B).
Considerando que as variagoes em A, B e C sejam
geradas por G e especificada pelo pardmetro 7, temos
0A = (A,G)oT and 6B = (B, G)oT and 6C = (C,G)dT.
Como consequéncia, encontramos facilmente que

(AB,G) = (A,G)B + A(B,G).

Esta é a chamada regra de Leibnitz, ou derivagao,
estabelecendo a relagao entre o produto associativo, o, e
o produto (, ).

E importante salientar que dado A, B € V, o produto
(A, B) é um elemento D € V, ou seja, podemos escrever
D = (A, B). Esta relagdo deve valer para todo o dominio
de definicdo de um pardmetro ¢ € R associado as
variacoes em A, B, D conduzidas por um gerador dado
por C. Desse modo, escrevemos D (§) = (A (§),B(§)).
Apds uma variagdo infinitesimal no parametro &, 6§,
temos

D(§+68) = (A(E+6¢),B(E+65)),  (10)

refletindo uma condigéo de estabilidade do produto (, ).
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Escrevendo D (§40¢) = D(§) + 0D, A(£+46¢) =
A(&) + A e B(£+6E) = B(E) + 0B, e considerando
o gerador C, tal que dA4 = (A,C)d&, 6B = (B,C)o€ e
0D = (D, C)d¢, a partir da Eq. , obtemos

(A’ (B’C)) + (07 (AaB)) + (B7 (C’ A)) =0,

que ¢é a identidade de Jacobi. Logo, (, ) é um produto
de Lie, e por conseguinte o espago linear V é uma
algebra de Lie com derivacado. Assim podemos construir
representacoes de simetrias de Lie (ver o Apéndice .
Finalizando esta secdo, é significativo destacar que
o principio variacional de Schwinger segue diretamente
dessa representagdao, uma vez identificado os geradores
de simetria. Considere uma simetria de Lie caracterizada
pelas constantes de estrutura C;’. Os geradores sao
elementos de V e escritos como A?. Neste caso, a dlgebra
de Lie fica dada por (hd uma soma nos indices repetidos)

(A", A7) = O} A, (11)

Os elementos do grupo de Lie, descrevendo a simetria,
sdo dados por G(§) = exp(&AY), onde & = (&,i =
1,2,ldots,s). O grupo é conectado & identidade e é
dependente de s pardmetros Reais.

E util ter em mente, como exemplo, as rotacoes que
sao caracterizadas pelas constantes de estruturas dadas
pelo tensor antissimétrico €7%, com 4,5,k = 1,2,3.
Tendo como espaco de representacio o R3, a dlgebra de
Lie fica dada por

3
(T8, ) = ek Tk, (12)
=1

com J? sendo as matrizes geradoras de rotacio. O pro-
duto de Lie (, ) é dado pelo pela relagdo de comutagao,
[, ]. Se o espaco de representacio for o de fungdes no R3,
entdio os geradores sao dados por Ji =37, | ekaio.

Um invariante I da algebra dada pela Eq. é uma
fungdo dos geradores A;, isto é, I = I(Al,..., A%), tal
que (I,A%) = 0,Vi. No exemplo do grupo de rotacdes,
um invariante é dado por J2. Os conhecidos lemas de
Schiir e um teorema de Von Neuman [39] asseguram que
um invariante como I = I(A!,..., A%) é um multiplo da
identidade.

Para este contexto de simetrias, podemos generalizar
o principio de agdo estacionaria de Schwinger. Inicial-
mente, definimos uma funcio £ = L(A?) que descreva
o sistema fisico. A fungdo £ deve ser, entdo, invariante
por transformacgoes de simetria, em particular as do do
espaco-tempo, uma vez que para diferentes observadores
o sistema fisico é o mesmo. De fato, £ contém todos
os atributos fisicos que definem uma funcao densidade
de Lagrangiana, o que conduz ao um principio de
variacional definido pela agao funcional

S[A] = / L(A)dr, (13)
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O principio variacional mais simples estabelece, entao,
que uma variacdo infinitesimal de S[A?], 65, deve de-
pender apenas da diferenca dos geradores G da trans-
formacao de simetria entre 7/ e 7. O que conduz a

§S[AY] = G(7") — G(1). (14)
O parametro 7 estd associado com a simetria gerada
por G. Nao é necessario explorar, neste momento,
esses resultados. Mas é oportuno apontar que, ao se
considerar as translagbes no espago e no tempo, o que
leva naturalmente a &algebra de Heisenberg, entdo os
resultados devido a Schwinger para a mecéanica quantica
sdo obtidos [24H27]. Este principio se constitui em uma
das representacoes que conduzem a teoria quéntica, e é
equivalente ao método de Feymann [28] 29, [92] 03] que
também se liga as formulacoes estocédsticas. Aqui, inver-
temos o método de Schwinger, enfatizando a algebra de
Lie, por nos permitir uma leitura unificada das outras
diferentes formulagoes tratadas a seguir.

3. Representacoes de Liouville-Von
Neumann e Schrodinger

Nesta secao, utilizamos os resultados da se¢ao anterior
para introduzir a representacdo da mecanica quantica
formulada a partir do espagco V. O primeiro resul-
tado conduz imediatamente a equacao de Liouville-Von
Neumann [32]. Na sequéncia, explicitando o espago de
representacao dos objetos de V, o espago de Hilbert,
deduziremos a equagao de Schrédinger.

Seja um sistema quantico descrito por um operador,
p(t) € V, onde t é o tempo. Por enquanto, nao é
necessario explicitar o espago de definicao dos operadores
em V. Todavia, consideramos que Trp(t) = 1 de modo
a ser intepretado com uma densidade de probabilidade.
Seja A um observavel do sistema quantico descrito por
p(t). Segue que, em certo instante de tempo ¢, a média
de A, dada por (4) = Trp(t)A, é um nimero Real
a ser associado com a medida. A questdao entdo passa
ser encontrar a forma como p(t) muda com o tempo.
Como V é um espago vetorial, podemos procurar o
gerador L da variagdo temporal de p(t) no espago das
aplicacoOes lineares, 1) atuando sobre V, de modo que ¥
YV — V. Escolhamos para O, o operador L, gerador das
translagoes temporais, parametrizadas por t. Segue (ver
o Apéndice) que os elementos do grupo de translacdo
temporal, enquanto um operador em C, é dado por
T(t, tg) = exp{—i(t — to)L}. Esta expressiao garante que
T(t,to) estd conectado a identidade. Dado entdao p(to),
o operator de densidade no tempo tg, segue que p(t)
fica dado por p(t) = e~ t=%)Lp(ty). Considerando que
a normalizacdo de p(t) permanece vélida para todo o
tempo, Trp(t) = 1,Vt, segue que T'(t,tp) é um operador
unitario. Logo, L é um operador Hermitiano. Estes
resultados levam a

i0p(t) = Lp(t). (15)
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Passemos entao a procurar uma forma explicita para L.
Com este objetivo: (i) considere que o tempo é homo-
géneo, e portanto Galileano (voltaremos a este aspecto
ao final desta segdo). H4 entdo um observivel H € V,
o Hamiltoniano, invariante por translacdo temporal, de
modo que

H(t) = e7 L H(tg) = Hi(to),

onde H(tg) = H(t) = H estd fixo. Isto leva a i0,H =
LH = 0; (ii) exploremos a estrutura de dlgebra de Lie em
V; nessa estrutura, dado um operator A € V, podemos
introduzir um operador A, do tipo O, ou seja atuando
nos elementos de V, tal que se B € V, definimos a acao
de A sobre B como AB = (A, B). O operador A fica
explicitado como A = (A, - ). Usando a antissimetria do
produto de Lie (-, -), temos AA = (A, A) = 0. Como
uma consequéncia, dado que LH = 0, o gerador L pode
ser escrito L = H = (H,- ).

Para obter a expressao de H e consequentemente L
é preciso explicitar o espago de representagdes onde os
operadores de V atuam. Adotaremos o espaco de Hilbert.
Por completude da apresentacao, e também para fixar
a notag¢ao, vamos definir o espaco de Hilbert, H g, cons-
truido a partir de fun¢ées complexas definidas no espago
Euclidiano, R3. Consideramos, entdo, funcdes do tipo
P(x,t) € C, satisfazendo a condi¢do de integrabilidade
de Lebesgue de segunda ordem. Usando a notagdo de
Dirac, uma base em H g é dada por |x). O dual é escrito
como (x|, com (x|x") = §(x — x'). Segue que (x) é a
componente de |¢) na base (x|, isto é, P(x) = (x|¢),
onde |¢) é um vetor arbitrdrio de H g, com o dual dado
por ¥T(x) = (1[x). A relagio de completude da base ¢
dada por [ |x)(x|dx = 1. Usando este resultado temos
um produto interno naturalmente definido por

(W1} = / () (),

onde 2 é o dominio de defini¢do dos vetores x no espago
Euclidiano (cuja dimenséo nio estd explicitada por nao
Ser necessaria).

Os operadores to tipo A € V atuam linearmente sobre
os elementos de Hpg, ou seja,

A(l9) +119)) = Aly) +v4Al9) (16)

com|y), |¢) € H and v € C. Um exemplo é o operador
multiplicatico X € V defined by

X[x) = x[x), (17)

where x descreve o espectro de X na base |x).
Considerando estes reultados podemos obter uma
solucgao da Eq. escrevendo

p= > AN (@), (18)

onde [ (t)) € H, with r = 1,2, ..... Para que p seja
uma solucdo da Eq. (L5)), o vetor [1(t)) deve ser solucdo
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da equagao

.0
i [0 (1) = H[u(2). (19)

Esta é conhecida como equacdo de Schrodinger.

Um “estado” puro é caracterizado por r = 1, resul-
tando em p = [¢(t))((t)]. Podemos nos concentrar
neste resultado. Observe que a densidade de probabi-
lidade p(x) = (x|p(t)|x) é dada por

p(x,t) = (x| (1) (D)%) = [¥(x, 1)

Note ainda que o valor médio de um observavel A é dado
como

(A) = Trp(t) A = (P(1)[A[¢(2))-

Por estes motivos, a fungdo de onda complexa ¥(x,t)
¢é interpretada como uma amplitude de probabilidade.
Neste sentido, 1(x,t) é um campo, ou seja, um aspecto
fisico, a amplitude de probabilidade, 1, no ponto x do
espago de configuragoes no instante de tempo t.

Em geral, para r = 1,2,...,s, o campo é chamado
de mistura, e as constantes 4" representam o peso
estatistico do ensemble de campos. Este aspecto ndo serd
explorado aqui.

Estes resultados mostram que a formulagao em termos
do operador de densidade é mais geral que a formulagao
em termos da equagdo de Schrodinger. Como deduzido
nesta secao, a equacao de Liouville-Von Neumann é uma
consequéncia da andlise de simetrias, sendo indepen-
dente do espago de representacao escolhido.

Continuando com o espaco de Hilbert Hg é possivel
analisar a simetria fundamental do espaco tempo, que
é o grupo de Galilei usando a descri¢do de Schrédinger
onde os observdveis sdo fixos e 0s e os campos (vetores
de estado) variam no tempo. Na representacao do campo
de Schrédinger, o operador Hamiltoniano, H € V, além
de ser um observavel é também o gerador de evolugao
temporal para o campo ¥(x,t) = (x|¢¥(t)), de acordo
com a Eq. (19). Em outros termos, definindo T'(t —to) =
exp{—i(t — to)H}, temos |¢(t)) = T(t — to)|w(to)),
solucao da Eq. . Vimos que a homogeneidade tem-
poral levou a H ser um invariante, e representando o
observavel energia do sistema. E assim chegamos a uma
forma explicita do Liouviliano (que é o gerador de evo-
lugao temporal de p). Considerando a representagao do
campo de Shrédinger, o gerador de evolugao temporal e o
observavel energia, H, coincidem. Os outros observaveis
devem entdo coincidir com outros geradores de simetrias.
Por exemplo, o gerador de translacao espacial, pode ser
especificado em Hp por T(a)(x) = ¥(x + a). Desse
modo, uma forma explicita de T'(a) é dada por T'(a) =
exp{—ia-P}, onde P é o gerador de translagoes espaciais
e a0 mesmo tempo representa o observavel momentum
linear. Na base |x), as componentes do operador P
ficam dadas por P/ = —id/0x7, j = 1,2,3. E preciso
mostrar entdo que P possui as caracteristicas fisicas de
momentum linear.
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Utilizando o operador X, que descreve o observavel
posi¢do (que ndo é um gerador de simetria), obtemos,
em termos de componentes, o resultado seguinte,

(X!, PP =6, (20)

com j,I = 1,2,3. Esta relacio forma uma &lgebra
de Heisenberg. Com este resultado, podemos contruir
os outros geradores de simetria a partir de X e P.
O gerador de transformagdo entre sistemas inerciais,
as transformacoes puras de Galilei, que é um tipo de
translacao espacial parametrizada pelo parametro v, fica
dado por K! = mX'!—tP!, onde m é uma constante. Em
termos do gerador K, tem-se em Hp tem-se operador
exp (—iv - K), cujo efeito sobre os observaveis X e P
resulta em

exp (—iv - K) X exp (iv - K) = X; + vjt,
exp (—iv - K) Pjexp (iv - K) = P; + mvj.

Ou seja, X se transforma como um observavel posicdo e
P se transforma como observavelmomentum; a constante
m possui entao unidade de massa. Note que para deduzir
essas relagbes, basta usar a algebra de Heisenberg,
Eq. , e a propriedade de derivacdo dos comutadores.
Em dito outro, ndo é necessario explicitar a base de
XeP.

Os geradores de rotagdes, equivalentes aos observaveis
denominados de componentes do momentum algular,
J*, sdo dados por J' = ie* X7 Pk Além disso, como
H = i0/0t, encontramos a dlgebra de Lie do grupo de
de Galilei,

[J4, J7] = gk gk, (21)
[J' K] = ie"F K, (22)
[J', P7] = ie* P, (23)
[K' H] = —P', (24)
[K', P7] = —iméy;. (25)

H4 dois invariantes nessa dlgebra, dados por
P2

Com’

I, = J* = S(S+1).

I, = H

O invariante I; estd associado com a conservacao da
energia. O invariante I descreve a conservagdo do
momentum angular.

Uma forma explicita para o gerador H é obtida
reescrevendo a Eq. como

[mX? —tPI, H(X,P)] =iP?.

Uma solugdo geral para esta equacao algébrica é ob-
tida considerando que H é um invariante para todo o
valor de t. Sendo assim, H, deve satisfazer a condicdo
[mX7, H(X,P)] = iP’. Logo, uma forma geral de H é
dada por

P2

H=—+V(X). (26)
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Este resultado é consistente com a imposigao de simetria
de calibre sobre o campo %, um aspecto que abordaremos
na se¢do [5} H4 entretanto outros pontos de interesse a
realgar.

O primeiro, e mais importante, é que esta abordagem
em termos de simetria apresenta aspectos importantes
para a interpretacado das relagdes de Heisenberg. Estas
identificam as varidveis dindmicas basicas, chamadas de
candnicas, a partir da qual todas as relacoes de simetria
(a dlgebra de Lie do grupo de simetria em consideragao)
sao deduzidas, independente da representacao; o que é
uma consequéncia direta da natureza do produto de Lie.

Observe que o Hamiltoniano nesta formulagdo surge
como um invariante, uma constante de movimento, a
caracterizar a escolha pela homogeneidade do tempo.
Isto significa que a mudanca temporal de um sistema
inercial para outro ocorre por uma constante, ou seja,
0 tempo se transforma como t — t' = ¢t + a onde «
é uma constante. Isto define o tipo de sincronizagao
dos reldgios na simetria Galileana. Devemos observar
que um ponto no espago muda por rotacdes, transla-
¢Oes espaciais e pelas transformacoes puras de Galilei.
Entretanto, nesta situagao Galileana, o tempo ¢ nao
muda por uma mudanca de coordenadas espaciais. E por
esse motivo, H é um invariante e possui uma forma
explicita, como deduzida e apresentada na Eq. . Este
resultado acontece tanto na mecanica classica como aqui
na mecanica quantica nao-relativistica, consequéncia da
homogeneidade do tempo.

Este é o tempo que Newton utilizou nos Principia e
denominou de “tempo relativo”; basicamente é o tempo
definido e medido pela introdugao dos reldgios [14]. Esse
tempo t, a menos de constante, é idéntico para todos
os sistemas de referéncia inerciais Galileanos. E im-
portante demarcar que esse conceito nao é equivalente
ao de tempo absoluto, desenvolvido de certa maneira
por Santo Agostinho, e que Newton o trata apenas de
passagem nos Principia [I4], onde se 1& no escdlio:

“Absolute, true, and mathematical time, of
itself, and from its own nature flows equably
without regard to anything external, and by
another name is called duration; relative,
apparent, and common time, is some sensible
and external (whether accurate or unequable)
measure of duration by means of motion,
which is commonly used instead of true time;
such as an hour, a day, a month, a year.”

Nos célculos, como os do cometa de Haley, Newton
utiliza o tempo relativo (homogéneo), que é o mesmo
em toda a fisica contemporanea nao-relativistica. Esse
mesmo tempo relativo é implementado na teoria da
relatividade devido a caracteristicas experimentais dos
sistemas movendo-se em alta velocidade. Neste caso,
observa-se experimentalmente a contancia da velocidade
da luz para diferentes sistemas de referéncia; um as-
pecto que é elevado a categoria de principio na teoria
da relatividade restrita. Uma consequéncia é que a
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questao da sincronicidade dos relogios é modificada, e
a homogeneidade do tempo é abandonada. De modo
outro, a proposicao de um tempo absoluto que “from
its own nature flows equably without regard to anything
external” guarda apenas um perspectiva ontologica que
ndo é utilizada pela fisica [15].

Essas consideragoes evidenciam que, no caso nao-
relativistico, um tipo de relagdo de Heisenberg de um
operador multiplicativo T' como seu conjugado, H, é ir-
relevante, pois nao traz atributos mecanicos de nenhuma
natureza. Essa situacdo muda para os fendmenos fisicos
em altas velocidades, para os quais a simutaneidade
temporal nao se estabelece apenas por uma diferenca de
contantes, mas depende das mudancas nas coordenadas
espaciais. Isso acarretard mudancas em uma algebra de
Heisenberg generalizada para as quatro dimensoes do
espaco de Minkowski, e leva a contrugdo da &lgebra
de Lie do grupo de Lorentz e Poincaré. Por fim, é
importante destacar que, dado a algebra de Heisenberg,
a construcao de Schwinger segue de imediato [25].

4. Representagao de Wigner

Nesta se¢ao, discutiremos a representacao da mecanica
quantica no espago de fase, idealizada por Wigner em
1932. A apresentacao serd conduzida de maneira peda-
gbgica, trazendo a definicdo da funcao de Wigner, suas
principais propriedades, exemplificadas como algumas
aplicagoes. Enfatizamos as dificuldades de utilizacdo da
funcdo de Wigner para a implementacdo das interacgoes
entre os sistemas, definidas a partir das simetrias de
calibre.

A fisica quantica construida no espaco de fase tem
inicio com Dirac, que em 1930 [40] considerou os elemen-
tos da matriz de densidade p, na base das coordenadas
espaciais p(z,2’,t) = (z|p(t)|z"). (Por simplicidade, em
toda esta secdo e na préxima, trataremos do espago de
configuragoes em apenas uma dimensio.) Dirac utilizou
a transformada de Fourier

1 .

fo(z,p,t) = 7 dq' e PP p(x, 2 t).

A variedade em que fp estd definida possui a dimenséao
de espacgo de fase, por construgdo. Contudo, no limite
cldssico, ndo é obvia a sua conexao com a funcgdo de
distribuicdo classica. Este é um aspecto importante
ao se tentar construir uma teoria cinética quantica.
Wigner, dois anos depois, em 1932, propde entao uma
transformacdo de Fourier modificada, mantendo ainda o
contetdo de espago de fase, isto é, [41], 42]

1 .
— —izp/h
fW($7p7t) 27Th,/dze
X 1 |p(t)] —&-1 (27)
z = 3zlp@)le+ 57 ).

O importante aqui é que fuw (z,p,t) no limite cléssico,
definido por se considerar, formalmente i — 0, recupera
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o funcdo cléssica de distribui¢do de probabilidade e o
teorema de Liouville. A fungdo de Wigner introduz o
conceito estatistico de quase-distribuicdo de probabili-
dade. Vamos a seguir detalhar essa representacao e estes
aspectos [43H46].

Devido a condig¢do de normalizagao, Trp = 1, encon-
tramos que a fungdo de Wigner é normalizada, isto é

[ fuwtap)dodp = 1. (28)

O que torna a fungdo de Wigner candidata a uma
densidade de probabilidade no espago de fase. Esta
expectativa é frustada pelos seguintes resultados: a
funcdo de Wigner é real, mas ndo é positiva definida.
A demonstragdo segue os seguintes passos.

Considere duas funcoes de Wigner, f{ﬁ,(m, p) e

fiv(x,p), associadas a p? = [¢)(¢] e p¥ = [¥)(¢],
respectivamente. Nesse caminho, encontramos

(WI8)2 = 2mh / o) o (@, p)dadp.  (29)

Note que o lado esquerdo desta equagdo é um nimero
positivo ou zero. Por inferéncia, f{f{,(m,p) e f‘%(x,p),
sendo duas fungoes independentes e arbitrarias, também
sdo fungoes reais. Adicionalmente, considerando que |¢)
e |¢) sejam ortogonais, isto é, (¢|¢) = 0, tem-se que
f{ﬁ,(z, p)e fg’v(ac, p) nao sdo positivas-definidas. Conclui-
se que a fungdo de Wigner ndo pode ser interpretada
como uma distribuicado de probabilidades no espaco de
fase por nao ser positiva-definida. Porém, mesmo que a
funcao de Wigner assuma valores negativos, densidades
de probabilidade marginais podem ser obtidas mediante
a sua integracgdo, quais sejam,

/ fw(@,p)dz = )P,
/ fw@.p)dp = ()P

De modo outro, quando a funcdo de Wigner é inte-
grada em relagdo a posicao, obtém-se a densidade de
probabilidade associada aos momenta; quando integrada
em relacdo aos momenta, obtém-se a densidade de
probabilidade associada a posicdo. Assim, devido a tais
propriedades, a funcdo de Wigner recebe o status de
quase-distribuicdo de probabilidades. As demonstracoes
dessas propriedades podem ser encontradas com detalhes
na referéncia [32].

Ainda neste escopo, de forma analoga a relagao estabe-
lecida entre o operador densidade e a fungdo de Wigner
dada na Eq. , podemos associar a cada operador A,
definido a partir de H g, uma funcio aw (x,p) definida
no espaco de fase como [43] [44]

aw (x,p) = /eipz/h<x—z/2\A|x—|—z/2>dz. (30)
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Nesse desenvolvimento, o valor esperado de um oberva-
vel A é

(A) = /aw(x,p)fw(x,p)dmdp = T, pA. (31)

Este resultado reforga a natureza estatistica nao-classica
do conceito de quase-distribuicdo de probabilidade da
fungdo de Wigner.

Para estudar o produto de operadores na representa-
c¢ao de Wigner, é conveniente observar que a Eq. é
uma aplicacdo, Qw : p(t) = fw (¢), ou seja,

fw (t) = Qw(p(t))- (32)

Esta operacdo Qs é uma aplicagio linear. Ou seja, dado
os operadores A e B definidos sobre o espago de Hilbert
Hp segue, entao

Qw(aA + BB) = aQw(A4) + BQw (B)
= aaw + Bbw, (33)

com a, 3 € C, Qw(A) =aw e Qw(B) = by .
Assim, o produto de dois operadores A e B é dado
por [42]

Qw (AB) = aw(q,p) * bw (¢, p), (34)

onde o produto estrela (ou produto de Weyl), , é dado

por
ih
= —A
* = exp < 5 ),

tal que A é o operador de Groenewold, definido como

e

0 0 0 9

O produto estrela define uma algebra associativa, mas
nao-comutativa, no espagco vetorial das func¢ées do espago
de fase. O produto estrela apresenta varias propriedad-
des e com seu uso é possivel deduzir a equacgao de
evolugao da funcao de Wigner.

Primeiro, observe que Qyy, definido na Eq. , por
ser uma aplicacao linear, se aplica a equacoes de opera-
dores. Considere uma simples equagdo do tipo aA =
BB'...B", com os operadores A,B',...,B" definidos
sobre o espago de Hilbert Hg. Segue, entao, que

conduz a
aaw = by * b3 % ... % by,

com «, 8 € C. Podemos usar esse resultado na Eq. (15)),
com L = [H, -], que fica reescrita como

i9hp(t) = [H, p(0)].
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Assim, a equagdo de evolucdo temporal para fy (t) é
deduzida, isto é,

L0
ZhafW(xvpﬂf) = Hw($,p7t)*fw($7p7t)

_fW(x7p7 t) *HW(xvpv t)
= {HWafW}Ma (36)

onde {a(q,p),b(¢; p)} s = alq, p)*b(q,p) —b(q p)*a(q, p)
é denominado paréntesis de Moyal.

Ressalte-se mais uma vez que o produto de Moyal
(ou produto estrela) ndo é comutativo. Este aspecto
garante a consisténcia do formalismo de Wigner com
a formulacao usual da mecénica quantica. Em especial,
hé consisténcia com a preservagao das relacoes de Hei-
senberg, dadas em uma dimensdo por [X,P] = XP —
PX = ih, com X e P sendo os operadores de posicao e
momentum atuando em Hg. Usando Qy, encontramos
a relacdo de Heisenberg no espago de fase,

{l‘,p}M = ih, (37)

onde usamos a notagio Qu (X) = zy = z e Qu (P) =
pw = p- Este resultado reforca que, embora os observa-
veis na representacdo de Wigner sdo dados por fungbes
no espaco de fase, o produto ocorre através do produto
estrela; e ndao pelo produto associativo usual de fungoes
no espaco de fase, que é comutativo.

No limite formal em que A tende a zero, a Eq. se
torna [41], 42]

& fw (e, t) = (Hi (o p,0) fiwwp ), (39
em que {f,g} = %g—i - %% denota o paréntesis de
Poisson. A Eq. nos diz que no limite classico, a
fungdo de Wigner satisfaz a equagdo de Liouville. Este
fato evidencia uma das caracteristicas fundamentais da
representacdo de Wigner: o principio da correspondéncia
pode ser trivialmente obtido. Esta correspondéncia com
o teorema de Liouville, faz com que o formalismo de
Wigner seja o ponto de partida para a construcao
da teoria cinética quantica, mesmo considerando que
fw(x,p) seja uma quase-distribuicdo de probabilidade,
com a possibilidade de adquirir valores negativos.

Num primeiro momento, a possibilidade de a fungao
de Wigner assumir valores negativos pode parecer algo
problematico. Entretanto, essa negatividade revelou as-
pectos outros das caracteristicas estatisticas tipicamente
quanticas. Neste sentido, se introduz o pardmetro de
negatividade a partir da func¢do de Wigner associada ao
estado [¢), por meio da expressdo [47].

n() = / Ufw(ep)| — fuw (e, p)}drdp.  (39)

Esta defingdo quantifica o volume da parte negativa da
funcao de Wigner, e esta quantidade estd associada a
nao-classicalidade do sistema, ou seja, quanto maior é o
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valor de n(v), maior é o cardter quantico do sistema.
A negatividade da fungdo de Wigner estd também
relacionada a caoticidade quintica [48].

A consisténcia do formalismo de Wigner com a
mecéanica de Schrodinger era de se esperar pois esta
representacdo no espago de fase nada mais é que
uma transformada de Fourier do formalismo da matriz
de densidade. Entretanto, a negatividade de fw (x,p)
nao fora bem aceita de inicio em particular por nao se
entender experimentalmente o que aquela caracteristica
revelava. Isso levou a introdugdo de outras distribui-
¢Oes quanticas no espago de fase, como a fungdo de
Husimi [49], mas que se associa a fy (z,p). Com a
finalidade de exemplificar a representagdo de Wigner,
em particular, para evidenciar sua negatividade, ana-
lisaremos o problema do oscilador harmonico simples
unidimensional.

A equagao de Schrodinger estacionaria fica dada por

2 02 mw?
| —== +
2m Oz? 2

m) ba) = Bd(z).  (40)

A solucdo desta equacgao é dada por

em que @ = y/mw/h e Hy(azx) sdo os polindmios de
Hermite. Segue que a funcdo de Wigner do oscilador
harmonico fica dada por

1
2 2,2

H,(az)e” 37, (41)

2,2

i) = @) (S ) e
% /dyeipy/ﬁ*a2y2/4
xH, (97 (z,y))Hn(g" (2,9)),

onde g*(x,y) = a(xr £+ y/2). Completando o quadrado
na exponencial dentro da integral, segue

Frton) = Can ™ (e
X /dyef(f"‘%Jraym)Q
< Hy (g™ (2, 9)) Hulg" (2, 9)).

- Zg)a + ay/2’

Introduzindo a mudanca de varidveis z =
chegamos a

fivton) = (o2 ()

2
_A2..2_ T _ .2
xe * T T 1aZn2 /dze i

ip
x Hy, (a(z + Shor +z))
ip
H — — ).
X "<a(z+2ha x)
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Utilizando a relagao
+oo
/—oo

na qual lem) sdo os polinémios de Legendre associados,
finalmente obtemos a funcao de Wigner correspondente
ao oscilador harmoénico unidimensional dada por

dz e_zsz(z +a)H,(z+0)

= VA2 mlb" L (—2ab),

2

Fiv(ep) = 2(=1)"(@rh)le " mE

p?
2h2a2) '

Note que a funcao de Wigner depende de n, paramatro
que define a sua ordem (e a ordem dos polinémios de
Laguerre). As Figuras mostram o comportamento
da funcdo de Wigner para o estado fundamental (n = 0),
e do primeiro e segundo estados excitados,n = 1len = 2,
respectivamente.

No grafico da Fig. ndo ha regides negativas para
a funcdo de Wigner. Isto é consistente com o valor
calculado para o pardmetro de negatividade, definido
na Eq. , que para este caso é nulo. Este resultado
evidencia que o estado fundamental do oscilador harmo-
nico apresenta caracteristicas estatisticas classicas. Nas
Figs. 7, percebe-se que a funcao de Wigner possui
partes negativas, o que caracteriza essas distribui¢oes
com propriedades ndo-classicas. A Tabela (1)) traz os va-
lores do parametro de negatividade para alguns estados
do oscilador harmoénico. O resultado a destacar é que
com o aumento da ordem da fungdo de Wigner ocorre
o aumento do volume da sua parte negativa. Ou seja, a
medida que n aumenta, a funcdo de Wigner apresenta
cada vez mais um caracter nao-classico.

Devido a essas caracteristicas de negatividade, no
inicio, o interesse na fungdo de Wigner fora restrito. Com
a evolugdo tedrica, assim como com o refinamento das

XLy, (2@2;52 +

Figura 1: Funcdo de Wigner: n = 0 (tomando o = 1).
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Tabela 1: Pardmetro de negatividade e a funcdo de Wigner.

n 0 1 2 3 4
n(¢n) | 0 | 0.4261 | 0.7289 | 0.9766 | 1.1913

de Wigner [49]-[56]; sua estrutura algébrica como base
da geometria nao-comutativa e métodos de deforma-
¢oes [57]-[70]; em andlises estocdasticas [71} [72]. Fungoes
de distribuicdo outras foram propostas na literatura e se
vinculam & fungdo de Wigner, como as P-fungoes [73]—-
[80]. Esses aspectos assim como a construgdo da teoria
cinética quantica foram desenvolvidas no decorrer das
décadas e que estdo apresentados num significativo
conjunto de contribuigdes [81]—[88].

Em fisica de particulas elementares, a fungdao de
Wigner relativistica nao percorreu um caminho suave.
Uma dificuldade estrutural é que a fun¢do de Wigner
é Real. Este fato dificulta a analise das simetrias por
transformagoes de fase, a base para os campos de calibre,
como ja observamos. Esta dificuldade estd na origem da
formulacdo de Wigner, com a matriz de densidade que
apresenta caracteristicas intricadas para incluir campos
de calibre assim como com o desenvolvimento de ade-
quadas teorias de perturbacao [89]-[91].

As tentativas de contornar essas dificuldades apon-
taram para se explorar funcbes de onda no espaco de
fase associadas com possiveis distribui¢bes no espago
de fase [92]-[99]. Uma solugdo consistente com essa
demanda surge com as representacoes de simetrias no
espaco de fase, um tipo de espago symplético. Este tipo
de representacdo introduz classes de fungoes de onda,
denominadas de quase-amplitudes de probabilidade, que
se vinculam na generalidade a fungdo de Wigner, uma
quase-distribui¢do de probabilidadse [100]; um aspecto
a ser explorado mais adiante. Por ora, indo para o final
dessa secao, vamos identificar os elementos de simetria
no formalismo de Wigner.

Considerando a &algebra de Heisenberg definida pela
Eq. , vemos que podemos contruir representacoes de
simetria com o paréntesis de Moyal. De fato, para uma
4lgebra de Lie dada por [A!, A7] = iCljkA*, usamos Qy
definido nas Egs. e (33), e encontramos

{aby, aly Yar = iCY*ak,.

Logo, as relagoes da algebra de Lie do grupo de Galilei,
dadas pelas Eqs. (21)~(25), resultam em:

(v i yar = i€y, (42)

(b, Ky Y ar = iRk, (43)

(b Dl Yar = i€¥9* Pl (44)

Figura 4: Func3o de Wigner: n = 3 (tomando o = 1). {k?{/[/’ hw = _p%/[/a (45)

{kly, oy }or = —imdy;, (46)

técnicas experimentais em éptica quantica, a importan- onde o paréntesis de Moyal é o produto de Lie. Nestas
cia do formalismo de Wigener tornou-se transparente. equacoes, temos

O interesse atual ocorre em diversas dreas tais como: com

b, = i = el gipk
as representacoes tomogréificas e medidas das fungdes w ’
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pw = p,

Kl = K'=ma! —tp',

p?

Hy = H= o + V(x).
Observe que, formalmente, essas expressoes sao as mes-
mas fungdes que em mecénica classica. A contrapartida
cléssica é obtida lembrando que aqui o paréntesis de
Moyal é levado no paréntesis de Poisson no limite
classico.

Um outro aspecto importante a observar é que a

Eq. pode ser vista como [32]

a(x,p)  b(x, p) = a(x, p)b(z, p), (47)
onde usamos aw (z,p) = a(z,p) e by (xz,p) = b(x,p).
Ou seja, a(z,p)x = a(x,p) é um operador atuando

na fungao b(z,p). Esses operadores-estrela constituem
um dos interesses tedricos da representacao de Wigner;
aspecto que exploramos a seguir.

5. Representagao Simplética

Para contruir a representagdo da teoria quéntica de
campos no espago de fase, contemplando simetrias de
calibre, é possivel considerar fun¢oes de onda no espago
de fase. As primeiras tentativas, embora importan-
tes, apresentavam dificuldades com a interpretagao fi-
sica [95], [96]. Uma solugdo surgiu em 2004, com a andlise
de simetrias de Galilei, inicialmente, utilizando como
espaco de representacio uma variedade simplética [100].
Uma base simplética geral pode ser construida a partir
do fibrado cotangente de um espaco vetorial associado
ao espaco-tempo. Um exemplo é o espaco Euclidiano, no
caso nao relativistico; ou o espago de Minkowski, para
o caso relativistico. Basicamente, a variedade original é
adicionado os vetores correspondentes ao espago dual,
com uma métrica simplética acoplando os dois setores.
Se o espaco inicial for o R"™, a estrutura cotangente
garante um espaco de D = 2n dimensoes. Para n =1 a
variedade simplética possui dimensao D = 2. Neste caso,
um ponto possui componentes denotadas por (z,p) e em
geral apresenta as caracteristicas de um espago de fase.
Um espago de Hilbert é construido a partir de fungoes
complexas t(z, p) definidas nesta variedade simplética,
e ¢ denominado, “espago de Hilbert Simplético”, H(S,).
Para isso, fungdes ¢(z,p) € H(S,) sdo de quadrado
integravel, ou seja, satisfazem a equacao

[ pyte sy < o

Uma base é dada por |z, p), sendo o dual (x, p|, e satisfaz
a condigao

/ 2, )z, pldedp = 1. (48)

Isto resulta em ¥ (x, p) = (x, p|y).
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Seguindo a segao podemos introduzir um forma-
lismo de matriz de densidade simplética. Dado o espago
H(Sp), definimos pg,, com Trpg = 1. A equagdo de
evolugdo é dada por [32]

s, (1) = (7, ps, (1) (49)

onde o gerador de evolugao temporal, denotado aqui por
H, é um operador definido por sua atuacdo sobre H(.S,),
mas que ainda nao possui forma conhecida.

Uma solucao da Eq. ¢ dada por ps, = [1)(¢],
desde que |¥(t)) € H(Sp) seja solugdo da equacao

i0h|e(t)) = Hv(1)). (50)
Explicitando a representacdo na base |x,p) temos
i (e, plap(t)) = (w, pl H|(2)). (51)

Usando a relagdo dada na Eq. e Y, p,t) =
(', p'[1(t)), temos

10, (@, p, 1) = / (2, pl B2 p) (! o t)dal . (52)

Sem perda de generalidade (como no caso da representa-
¢do em Hp), consideramos que Hé diagonal nesta base
|z, p), de tal modo que (z,p|H|z',p') = H(z,p)s(z —
2)o(p — p'), onde H(z,p) = (m,p\ﬁ|m,p>. Entao temos

iaﬂﬁ(%ﬁ» t) = H(%P)iﬁ(ﬂcapa t)' (53)

Devido a normalizagiao de p, entdo 1 (x,p,t) é normali-
zada, isto é,

(Wly) = / |(z,p, t)|*dedp = 1.

Do mesmo modo, podemos escrever a equagao de
evolugao temporal para os elementos diagonais de ps,,
que ficam dados por como

ps, (z,p) = ¥(z,p) (z,p), (54)

e leva a

idups, (x,p,1)) = [H(x,p), ps, (@, p,1].  (55)

Para encontrar o significado fisico desta representacao,
a seguinte condi¢ao de compatibilidade deve ser satis-
feita. Isto é, dado um operador A atuando sobre vetores
|p(t)) € HE, com a correspondente matriz de densidade
pE (na segéo utilizamos a notagdo pg = p), entdo por
consisténcia devemos ter

@) = [ o @)a(w)ds = Tepr (56)
_ / fw (@, p)alz, p)dadp (57)

/ O (@, p)a(e, pyb(e, p)dedp  (58)
= Trps, 2, (59)
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onde a(z,p) = aw(z,p) = Qw(A) e @ = a(z,p)* sdo,
respectivamente, a representacao de Wigner e simplética
de A. Esta equivaléncia é satisfeita se a relacao de pgs,
com fw (z,p) for

fw(x,p) = lim e 7
(z',p")—(z,p)

x(x,plps, |z’ p'). (60)

Este resultado conduz a
fw (@, p;t) = (x, pit) x T (2, p; t). (61)

Portanto, a funcdo de Wigner, uma quase-distribuicao
de probabilidade, fica associada com a funcao de onda
Y(x,p), que devido a normalizagio é denominada de
quase-amplitude de probalidade. Além disso, encontra-
mos a forma explicita do operador a, isto é @ = a(q, p)*.
Um exemplo é o Hamiltoniano que fica dado por H =
Hy (z,p)x = H(x,p)*.

Nestas expressoes, note que a(q,p) = a(z,p)*x =
a(Z,p) com

fzx*:x—i—ghéi (62)
. ih 0
p=px = p_?aj‘ (63)

Esses operadores satisfazen as relacoes de Heisenberg,
isto ¢, [Z, p] = ih. Logo, como vimos na se¢io 3| podemos
construir os demais geradores da algebra de Lie do grupo
de Galilei. Ou seja, o espago H(S,) é entdo utilizado
como espago de representagdes de grupos de simetria.

Para explicitar os geradores do grupo de Galilei,
primeiro consideramos o operador p como o gerador
de translagoes. O operador Z possui as dimensoes de
posi¢do. Além disso, como antes, é facil deduzir a acdo
do elemento do subgrupo das translagoes espaciais dado
por T'(c) = exp[i$p], onde o é um parametro Real
com dimensbes de posi¢ao. Atuando sobre o operador
T, temos

7 =T)2T Ya) =2+ a.

Ou seja, o operador & ¢ fisicamente interpretado como
observavel posicao.

Os outros geradores do grupo de Galilei sdo introdu-
zidos a partir desses resultados. Temos que o gerador
de transformagoes pura de Galilei (mudanga de referen-
cial), o momentum angular (rotagdes) e Hamiltoniano
(translagoes temporais) sdo, respectivamente, dados por

I?l = k’l* = mx x —tpl* = mfl - t]/)\h (64)

Ly = €jrxj * Pp* = €1;kTjDks (65)

~ 1 D2

H = —pxpjx = —. 66
5 PR PR = 5 (66)

Estes operadores satisfazem as relacoes de comutacéo
para a algebra de Lie do grupo de Galilei, como dadas

pelas Egs. (21)—(25) [100].
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E importante observar que no caso relativistico a
representacdo simplética do grupo de Poincaré conduz
as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac formuladas no
espaco de fase. Para spin 1, isto conduz a representacao
das equagbes de Maxwell na forma simpléticas. O con-
junto dessas equagoes se mostram como um exemplo da
teoria de Seiberg-Witten para campos nao-comutativos
de spin 1 [I0IHI03).

Como vimos, a quase-amplitude no espaco de fase
¥(x,p) é, em geral, uma funcdo complexa, o que permite
a elaboragao de uma teoria de calibre no espaco de
fase, e isto nos conduz & introducdo de interagdo ao
formalismo aqui elaborado. Para este fim, notemos entao
que a equagao de Schrodinger no espago de fase pode ser
obtida a partir da densidade de Lagrangiana

2

£=vipt) (ing - E5) vt (60

Se considerarmos transformacoes de calibre do tipo
b — e N xeh, (68)

em que A = M\g,p,t), e impusermos a invaridncia
da densidadde de Lagrangiana dada na Eq. (67)) sob
transformagoes dadas na Eq. , é necessario definir

Pk — P * —iAR(2)*, (69)

em que Ag(x) é o campo de calibre; fisicamente o
potencial vetor. A Eq. define a derivada covariante
no espacgo de fase, e assim o acoplamento minimo.

Incluindo a andlise de fase para a evolugao temporat,
encontramos o potencial escalar associado com o Hamil-
toniano

= P’ .

H=H(z,p)x = o + V(z). (70)
Isto leva a uma forma geral da equacdo de Schrodinger
simplética [32] [100],

o(x,pit) P =
m% _ ;me, p,t) + V(@)(x,p, t).

Para incluir a interacdo de contato, utilizamos a
densidade pg,, e escrevemos a versao simplética da
equacao de Gross-Pitaevskii, isto é,

)
Zy
2m

A
+E|¢(x7p7 t)‘2’l/)(l',p, t)

A interacao de contato possui essa forma uma vez que
ps, € uma densidade de probabilidade no espaco de fase.
Uma consequéncia imediata deste fato é que a matriz
densidade simplética possibilita a definicao de entropia
no contexto do espago de fase; o que néo é possivel com
a funcdo de Wigner. Isto permite tratar, por exemplo,
do problema de emaranhamento quéintico diretamente
no espaco de fase.
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Com o prop6sito de aplicar os resultados da represen-
tagdo simplética, retomemos ao problema do oscilador
harmoénico unidimensional, cuja equacao de Schrédinger
no espaco de fase pode ser escrita como (por simplicidade
escolhemos i=1,m=1ew=1)

(59 +30% ) wlon) = Bvtap). (1)

Vamos definir os operadores

A—L T * +1
at = L (z % —ipx), (73)

V2

que satisfazem as seguintes relagoes:

[d,dT] =1,
dnﬂ)n(l‘ap) = \/ﬁd)n—l(xap)
(@")"bn (2, ) = Vn + Tpi1(z, p).

Logo a Eq. pode ser escrita como

o 1
(aaT - 2) (z,p) = EY(z,p). (74)
Nesse caminho, a solucao da Eq. é dada por

e
nlt n!

b, p) = (@hyre @ (75)

A funcdo de Wigner é obtida usando fi},(z,p)
¥ (z,p) % ¥ (z,p). Nao obstante, obtém-se as mesmas
fungoes de Wigner calculadas por meio da representagao
de Wigner usual. Contudo, fun¢oes de Wigner distintas
podem ser deduzidas se calcularmos o produto-estrela
entre estados superpostos, por exemplo, fw(z,p) =
(CIZ/JTH + 62’(/)“2) * (Cx{w“ + 031/)22)

A matriz de densidade simplética relativa ao os-
cilador harmonico é entdo dada por P, (z,p) =

U (2, p)2] (2, p). Os graficos dados nas Figs. evi-
denciam o comportamento da matriz densidade relativa
ao oscilador harmonico. Percebemos que as fungoes sdo
positivas-definidas, e o aumento da ordem da funcao, isto
é, o aumento de n, acarreta o aumento das oscilagoes em
torno do méaximo central.

Distintas sdo as aplicagoes desse formalismo para
a andlise da funcdo de Wigner de diversos sistemas.
Do ponto de vista tedrico, a representagao simplética
estd intimamente associada com o conceitos de grupos-
térmicos, c*-dlgebras e as teorias quinticas de cam-
pos a temperatura finita. Esses aspectos nao serao
desenvolvidos aqui, e podem ser encontrados em outros
trabalhos de revisdo [32H34]. Para completar a andlise
das representagoes, o espago de Fock serd revisto com
énfase na natureza das simetrias.
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Figura 5: Matriz de densidade simplética para n = 0 (com
a=1).

Figura 6: Matriz de densidade simplética para n = 1 (com
a=1).

Figura 7: Matriz de densidade simplética para n = 2 (com
a=1).
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0.0006—

Figura 8: Matriz de densidade simplética para n = 3 (com
a=1).

6. Representacao no Espaco de Fock

Nesta se¢ao, consideramos a representagao das simetrias
de Galilei no espago de Fock, um aspecto pouco abor-
dado na literatura pedagogica. Os resultados apresen-
tados na Segdo [3] sobre o espago de Hilbert sdo entdo
generalizados.

Enquanto um campo descrevendo um sistema fisico,
1(x) assegura um atributo fisico (uma amplitude de
probabilidade) 1 no ponto x € R®. Esta caracteristica
pode ser generalizada para r pontos, simultaneamente,
que é escrita como ¥, = (x1,Xa,...,X,). Logo, ¥,
descreve um campo de correlagao, com o contetdo fisico
de amplitude de probabilidade, para diferentes pontos no
espaco de configuracgoes. Por exemplo, se r = 2, temos
e = P(x1,%2) = (X1,X2]1)), que significa ¢ no ponto
X1 considerando o ponto xs5. O resultado é que para r
pontos a densidade de probabilidade fica dada por |1, |2.

Nesta situacao, o campo - admite a seguinte simetria
de fase

’l/}(...,Xi,

Considerando uma particula elementar, entdo i traz
as informagdes sobre a massa, tipo de carga, spin, en-
tre outras caracteristicas. Experimentalmente observa-se
que as particulas elementares estdo agrupadas em dois
conjuntos: (a) os bésons, que sdo particulas para as quais
o campo ¥ é simétrico, isto é o = 2nm, e possui spin
inteiro; (b) os férmions, que sdo particulas para as quais
o campo 1 é antissimétrico, ou seja a = 2nm+1, e possui
spin semi-inteiro.

Observe que podemos introduzir uma equagdo de
Schrédinger, Eq. , em termos de r pontos. Usando a
base |x1,Xa2, ..., X,), encontramos

¢r = <x17x27 7X7‘|1/)> = 1/}7

o que conduz a

y Xy o) = €Yy Xy ey Xy onn)

iatwr(t) = Hrwr(t)v (76)
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onde H, = H(X1,Xa,...,X;). Umna composigdo simples
de .., para o caso simétrico, bosénico sem interagao —
V(x1,x%2,...,X,) = 0 — & escrever

U = Y(x1)(X2) - oo - V(xy).

Cada campo 1(x;) estd associado a j—ésima particula
bosonica. Neste caso, ¥, é o campo resultante das r
particulas, cada qual sendo um campo do tipo ¥(x). A
questao da interacao entre os campos traz elementos ou-
tros, que sdo abordados com acurdcia na literatura [22].
Na procura de resolver a Eq. 7 podem aparecer
solugdes simétricas (descrevendo bésons), ou antissimé-
tricas (descrevendo férmions), ou ainda sem simetria
definida. Entretanto, se a equagdo descreve particulas
observadas experimentalmente, devemos impor-lhe um
vinculo de simetria de fase. Assim, se estamos tratando
do elétron, esperamos que uma solugao fisica aceitavel
para a Eq. seja do tipo antissimétrica, pois o elétron
é um férmion; e de modo similar para bosons. A solugao
desse problema de vinculo é contruir a representagao do
espacgo de Fock. Os principais elementos estao resumidos
a seguir, com énfase nos geradores de simetria.
O espaco de Fock, F(HE), é definido como o produto
tensorial
FHp)=®HE, r=0,1,2....
Um operador de campo atuando em F(Hg) é usual-
mente denotado por ¥(x,t) e ¥T(x,t) satisfazendo as
seguintes relagoes, em tempos iguais

W}(Xv t)’wT(Xlat)]ﬂ: = 5(X - X/),
[¢(X, t)vw(x/’t)]i = W}T(X’ t)v’(/)T(X/’t)]i =0,

onde — and + definem o comutador e o anticomutador,
respectivamente.

Em F(HE) existe um vacuo, |0), com (0|0) = 1, a par-
tir do qual se introduz a seguinte base 1 (x)[0) = |x(1))-
Um vetor geral em F(Hg) pode entdo ser expandido
como

1

n!

X(®)) = (t)l0) + D

2

x [ oaaxa, - x Oln)d",
onde d"x = dx1dxs - - - dx,, €

X)) = 9T (x0)Y T (x2) - 9 (x4)]0).

As fungdes ¢(X1,Xa, -+ Xp,;t) sdo simétricas ou antissi-
métrica. Além disso, temos

1
X1,X 7Xn7t = = n
o(x1, %2 ) o <X( )|X>

(O TTexbo
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(xIx) = ¢$¢6+Z/¢*(X1,X2,~-~xn;t)
=1

X' (x1,Xa, - Xp; 1)d"x

Um operador do tipo A(x1,X2,---X,) simétrico nas
suas variaveis e definido no espago de Hilbert Hp, fica
representado no espago F(Hg) por

A= o ol 0l ) A xa o x,)
) 1), (77)

Neste caso, os geradores de simetrias das transformagdes
de Galilei sdo construidos a partir dos operadores nas
Eqgs. 7, que sdo fungbes a um ponto, x (n = 1),

e levam a

7 = [weIeuax (78)
P = [vlePeowx)ax (79)
£ = [l eKeu)dx (80)
H= [ eHEv . (81)

Utilizando as relagbes de comutagdo ou anticomutacao
para os campos 9(x) e 1f(x), a algebra de Lie do grupo
de Galilei, como dada nas Eqs. 7, é deduzida.

Considerando a descri¢do de Heisenberg, na qual toda
evolucao temporal fica dada pelos operadores, entao a
evolucdo temporal de um operador de campo fica dada
por

U(t) = eMap(tg)e M (82)

com H(x) = % +V(x)e P = —i%. Isto resulta na
equacao

iat’(/}(x7 t) = WJ(X’ t), /H(X)}

Utilizando as relagdes de comutacao or anticomutacao
para os campos, encontramos

2
Du0051) = (1 4 VOO ) (k0. (53

2m
Formalmente, este resultado é o mesmo que a Eq. .
Por esse motivo, a representagdo em F foi denomi-
nada de “segunda quantizagao”. Todavia, ndo ha uma
“segunda quantizagdo” do campo de Schrodinger. De
fato, é simples demonstrar que esta Eq. (83) tem como
caso particular a equagéo de Schrodinger para a funcao
Y(x,t) € Hg. Uma consequéncia é que, na situacao de
operador ou de uma funcgéo, a equagdo de movimento é
deduzida por um principio de extremo, associado ao de

Schwinger, onde a Lagrangiana é dada por

2

E=W@mﬁ(% V@O¢@nﬂ-@®
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(Subentende-se nesta expressdo a parte do campos con-
jugado, para o uso das Equagdes de Euler). Observe
também a similaridade com a Lagrangiana de Schrodin-
ger simplética, Eq. . A representacdo simplética do
espago de Fock segue em paralelo a esta [32].

7. Consideracoes Finais

Iniciamos este trabalho apontando algumas dificuldades
conceituais e praticas que persistem com a mecanica
quantica. Teoria esta que, nesses seus 100 anos, sofreu
profundas modificagoes e em muitos aspectos evoluiu.

Como vimos, do ponto de vista tanto filoso-
fico/interpretativo quanto prético, persiste uma profu-
sdo de apresentagoes da teoria quantica que por vezes
parecem contraditérias. Procuramos assim responder a
um conjunto de questoes frequentes que surgem tanto
na pesquisa aplicada e tedrica bem como no ensino da
mecanica quantica. Por exemplo, consideramos: o que
significa representar a mecanica quantica no espago de
fase, como ocorre com a funcdo de Wigner, diante das
relagoes de Heisenberg, proibitivas quanto a mesuragao
de posicdo e momentum? O que significa a funcdo de
Wigner ser negativa? Ou ainda, ha significado na relagao
de Heisenberg para o tempo e o gerador de transla-
¢oes temporais? Como se aborda atualmente aspectos
da longa e formidével discuss@ao sobre os conceitos de
complementariedade e o de onda-particula? Qual é o
coOntetdo fisico da denominacdo — do conceito de —
“segunda-quantizacao”? Segunda quantizagdo do qué? O
que significa uma particula elementar? Por que a pala-
vra “foton” nao aparece nos cursos de eletrodinamica
classica? O que é um campo? Por que as simetrias de
Lie surgem em todas as teorias do movimento? Estas
foram algumas das questoes que nos levaram a escrever
o presente texto.

Procedemos entdo da seguinte forma. Primeiro, em
um resumo pedagodgico de alguns dos nossos trabalhos
académicos prévios, analisamos aspectos gerais sobre
o conceito de movimento, para deduzir o contetido de
simetrias de Lie como estrutura central para as teorias
mecéanicas. Estes elementos ficam relacionados ao princi-
pio variacional de Schwinger, que como é bem conhecido
associa-se a formulagoes de Feynman e estocasticas.
Para algumas dessas conexoées, embora nao detalhadas,
apontamos referéncias. Assim é no &mbito das simetrias
que diferentes representagoes da mecanica quantica nao-
relativistica estao tratadas neste trabalho.

A representacdo natural, que surge neste contexto, é
a de Liouville-von Neumann com a matriz de densidade.
A representacido em termos da equagio de Schrodinger
emerge como um teorema para solugoes da equacio
de Liouville-von Neumann. O problema da relagdo de
Heisenberg envolvendo o tempo é considerado neste
momento, sob a perspectiva das simetrias do grupo de
Galilei.
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A representacao da mecanica quantica no espaco de
fase, proposta por Wigner, é discutida, como usual-
mente, a partir da matriz de densidade. Porém, procu-
ramos destacar que na formulacao inicial de Wigner, as
simetrias de calibre, que dao origem aos campos media-
dores das interagoes conhecidas, nao sao implementadas
de modo natural. Isto é consequéncia de a funcao de
Wigner ser Real, impossibilitando, diretamente, o estudo
dessas simetrias. Na procura do substrato de simetria,
para considerar a calibragem (“gauge”, do inglés), surge
entdo a representagdo simplética da mecanica quéntica.

Axiomaticamente, a forma mais geral de se contruir
a mecénica quantica é utilizar o espago de Fock como
espaco de representagdo das simetrias de Galilei (e é
também a situacao relativistica). Aqui destacamos este
aspecto. Como consequéncia, para qualquer tipo de
representacao, a mecénica quantica é basicamente uma
teoria quéantica de campos. Esta interpretacdo é de-
cantada da andlise das simetrias, se mostra consistente
e permite a solugdo de certos problemas iniciais da
mecanica quantica, como aqueles associados a nogao de
onda-particula e o principio da complementaridade.

Varios outros aspectos nao foram analisados, como por
exemplo: a nocao de causalidade na mecanica quantica;
as teorias quénticas relativisticas e o equivalente rela-
tivistico da relagoes de Heisenberg; aspectos do ema-
ranhamento quantico; e as teorias quénticas térmicas.
Estes temas restam por ser considerados no devir, na
perspectiva como aqui procedemos.

Dedicatéria: Este trabalho é dedicado, em memoria,
aos Professores F.C. Khanna, que faleceu ha alguns
meses, e a . Umezawa, que se vivo estaria completando
100 anos de nascimento.

Apéndice A )
Nocgoes de Grupos e Algebras de Lie

Neste apéndice seré apresentada uma breve revisao sobre
o conceito de grupos e de édlgebras de Lie. O material
foi basicamente extraido de textos anteriores [30, [104].
Por necessidade metodolédgica da apresentagao, fundada
no conceito de simetrias e na estrutura de &dlgebra de
Lie, detalhamos certos aspectos dos grupos de Lie que
nao sao usuais, pelo menos nas abordagens pedagogicas,
como a introdugdo e o significado das constantes de
estruturas dos grupos de Lie.

A.1. Grupos

Um grupo é um conjunto de elementos G =
{a,b,c,...,0} munido de uma operacdo “o”, referida
como “produto”, que satisfaz as seguintes propriedades:

P1: V a,beG,aob=c, em que c€G.
P2: V a,b,ceG a0(boc)=(aob)oc.
P.3: Jee G, tal que Va € G, tem-se aoe =€eoa = a.
P4: YVae G,3ateG, talqueaoat =aloa=c.
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A propriedade P.1 estabelece a condigao de fechamento
do produto o, que é associativo, como garantido por
P.2. As propriedades P.3 e P.4 definem a existéncia do
elemento neutro, e, e o elemento inverso a todo cada
elemento de G, respectivamente.

P.5 Se Va,b € G, aob = boa, entdo G é um grupo
abeliano, ou comutativo.

Um exemplo de grupo é o conjunto dos inteiros,
isto ¢ G = Z com o = +. Um outro exemplo é o
conjunto G = C = {1,-1,i,—i;0 = -}; ou seja, o
produto entre os elementos do grupo C' é a operagao
produto entre esses nimeros. Em ambos os casos, as
propriedadde P.1-P.4 sdao satisfeitas. Como um terceiro
exemplo, considere um quadrado num plano, e um eixo
perpendicular a este plano passando pelo centro do
quadrado com vértices (v1,vs2,vs,v4). As rotagoes em
torno do eixo que deixam o quadrado invariante sao
as seguintes: R = {Rp;0 = 0,7/2,7,37/2,2n}, além
das respectivas rotagbes inversas. O conjunto R forma
um grupo onde produto, o, é definido por aplicacbes
sucessivas de rotagoes, isto é, Ry, o Ry, = Rp, t+¢,. Uma
rotacao pode ser contabilizada pela mudanga das letras
nos vértices. Considere inicialmente o quadrado com
vértices v1,v2,v3,v4. Uma rotagao no quadrado de R /o
é tal que

Rﬂ/Q(Ulav27 ’U3,’U4) = (U27/U37 U4,’U1),

e assim por diante. O elemento identidade é identificado
como Ry = Rs,. Dado Ry, seu inverso é definido por
R;' = R_g, de modo que R,' o Ry = Ryo R, =
Ry_9 = Ry.

Nesses trés exemplos, o grupo é comutativo. Essas
mesmas caracteristicas de produto e operacao de rota-
¢Oes sao validas para outros poligonos, como o pentagono
(cinco vértices e rotagdes por angulos que sdo mutiplos
de 27/5), ou o hexdgono (seis vértices e angulos que séo
multiplos de 7/3), e assim por diante. A situagdo limite
no numero de lados é o circulo no plano, com 0 < 6 < 27.
Neste caso ha infinitos elementos do grupo, cada um
especificado pelo valor de 6 no respectivo intevalo de
definicdo. Para qualquer valor do angulo de rotagéo,
nessas condigdes, o circulo ficard invariante.

Esta invaridncia, por sua vez, estd intimamente re-
lacionada com o conceito de simetria [105]. Por esse
motivo se usa a denominacao de grupo de simetria. No
exemplo do circulo, a simetria se estabelece com uma
figura geométrica desenhada a partir de pontos do espaco
Euclidiano de duas dimensdes, R%. Contudo, o mesmo
tipo de simetria ocorre para o espago vetorial de fungoes.
Por exemplo, a fungdo gaussiana f(r) = Ae®”, com
r = y/x2 + y2 é invariante por rotacoes no plano. Esta
observacao leva a necessidade de se estudar as diferentes
representagdes dos grupos de simetria em diferentes
espagos lineares.
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A.2. Representagao

Sejam a, b, ¢, . . . elementos de um grupo abstrato G. Uma
representacao linear de G é um grupo D homomodrfico
a G representado em um espago linear, Lp. Assim, a
cada elemento de GG associa uma matriz ou um operador
atuando no espaco linear Lp. Por enquanto, considera-
mos espacos lineares Lp finito-dimensional. Assim, os
operadores lineares atuando em Lp Lp sdo matrizes.
Segue entao que, dados a,b,c,... € G, isto conduz a
D(a), D(b), D(c),... € D(G), tal que D(a) <= a,
Va € G. Sendo um homomorfismo, a representacao deve
preservar a mesma algebra do grupo G, isto é, se aob = c,
entdao D(a)D(b) = D(aob) = D(c). Portanto, o produto
em (G é mapeado no produto de operatores definido no
espago linear £ da representacao D. Defini-se D(e) = 1
e D(a™') = D7 %(a), em que e e I sdo os elementos
identidades de G e de D, respectivamente.

A representagdo de um dado grupo nao é tnica. Por
esse motivo, podemos definir representagoes equivalen-
tes. Duas representacoes D(G) e D'(G) do grupo G
sao ditas equivalentes se estdao relacionadas por uma
transformacédo de similaridade do tipo

D'(G) = SD(G)S™*.

E necessério mostrar entdo que os elementos de D'(G)
satisfazem a mesma dlgebra que os de D(G). Isto
significa que D'(a)D'(b) = D’(c) se D(a)D(b) =
D(c). Considere entdao que D(a)D(b) = D(c). Multipli-
cando & esquerda por S e a direita por S~!, obtemos
SD(a)D(b)S™t = SD(¢)S~!. Uma vez que SS™! =
S~1S =1, em que I representa a identidade, temos

SD(a)S™*SD(b)S™! = SD(c)S™*,
0 que nos leva a
D'(a)D'(b) = D'(c).

A demonstracao das demais relagoes fica como exercicio.

Uma representacao D(G) é dita isomérfica quando a
correspondéncia entre os elementos de D(G) e do grupo
G ¢é univoca. Uma representacdo D(G) é dita redutivel
se por transformacdo de similaridade puder ser escrita
na forma matricial diagonal em blocos, isto é,

D'(a) = SD(a)S™!

- (Dlo(a) D20<a>) ’

onde D; e Dy sao duas representacoes de G. Se este
resultado ndo existe, entdo a representagdo D(G) é dita
irredutivel.

Para exemplificar o conceito de representacoes, consi-
dere duas rotacdes no R? descritas pelas matrizes

cosf) —sinf
R(9) = ( cos ) ’

sin 6
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Como apontamos, essas rotagdes formam um grupo
com infinitos elementos, cada um especificado por um
valor de 6. A lei de composicdo é dada pela aplicagdao
sucessiva dessas matrizes nos eixos (21, r2) do plano R2.
Note entdo que a lei de composigao é fechada. De fato,
considere

n_ [cos@ —sing’
R(0') = <sin 0" cosb |-
O produto R(#) o R(#') = R(6") resulta em
m_ (cosf”’ —sind”
R(07) = (sin@” cosf”, |’

com 60" =0+86".

Para o caso do R3, h4 trés possibilidades de rotaces,
cada uma em torno de um dos trés eixos, (z1,x2,3), €
que sao dadas por

1 0 0

R(#1)=10 costy sinb, (A1)
0 —sinf; cosbt;
cosfly 0 —sinfy

R(62) = 0 1 0 , (A.2)
sinfly 0  cosfs
cosfl3 —sinfl3 0

R(03) = | sinf3 cosfs 0], (A.3)

0 0 1

A rotagdo R(1) ocorre em torno do eixo x1; R(62), em
torno de x9; e R(#3), em torno de x3. Estes parAmetros
(61, 601,03) descrevem os dngulos de rotagoes no espaco de
configuracdes, o espaco Euclidiano R3, e sdo equivalentes
ao angulos de Euler. Para as rotagoes tanto no plano
R? como no R3, a operacio do grupo “o” se reduz ao
produto usual de matrizes.

Esses dois exemplos promovem transformacdes no R”,
para n = 1,2. Por isso s@o denominados de grupos
de transformacoes. Uma caracteristica dessa simetria é
que, geometricamente, a distancia de vetores no espago
Euclidiano R™, para n = 1,2, ficam fixas por rotagoes.
Ou seja, a métrica Euclidiana — a definir o médulo dos
vetores — fica invariante. Além disso, o grupo de rotagoes
definido no R? é comutativo (abeliano), enquanto que o
grupo definido no R3 ndo é comutativo (ndo-abeliano).
Essas caracteristicas demandam o estudo com mais
algum detalhe e generalidade dos grupos de transforma-
¢oes no R™, inclusive para contemplar outras estruturas
métricas definidas no R™, como o espaco de Minkowski.

A.3. Grupos de transformacgoes de Lie no R"
A.3.1. Definicao

Considere o R™, um espago de dimensao n, com pontos
especificados por ¢ = (x1,22,...,2,) € um conjnto
de transformacgoes f; : * — ', com i = 1,2,...,n

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2025-0202



Amorim et al.

e dependente de r pardmetros reais, especificados por
a = (a1, qs,...,q.); ou seja,

x;':fi(xl,Z‘Q,---,xn;al,aQ,..-7(17-)- (A4)

E apropriado utilizar a notagdo compacta, isto é, rees-
crever esta equagao como

z' = f(z; ),
com f = (f1,fay.-, fn)

Diz-se que o o conjunto de transformagdes f é um
grupo de transformacoes de Lie a r-pardmetros se as
seguintes condi¢oes forem satisfeitas.

(A.5)

(i) Dado z} = fi(x1,22,...,Tn;00,Q0,...,0p) € T =
filzl, x5, ... 2l 81, Pe, ..., Br), a transformagcio
fiiox—a”,

I;:/ = filw1, T2, T Y1, Y25 )

é um elemento do conjunto das transformacoes

dadas na Eq. (A.5), com
. »ar;ﬂlaﬁ% s 7ﬁ7“)a

tal que £k = 1,2,...,r. As r-funcbes ¢; sao
analiticas na dependéncia de « e 5.
(i) Existe um conjunto de pardmetros o’ =

0 40 0
(af,as,...,a;) tal que

Ve = or(o, o, ..

o' = f(z;a") = a,

o que corresponde ao elemento identidade das
transformacoes. Em geral, parametriza-se o grupo
de forma que o = (0,0,...,0).

(iii) Dada uma transformacao caracterizada pelos para-
metros o = (aq,as, . .., ), existe um conjunto de
pardmetros @ = (@1, aa, . . . , ;. ), fungdes analiticas
de a,

¢’ = f(a";@) = f(f(z;0);@) =,

onde usamos a Eq. (A.5)). Esta propriedade garante
a existéncia da transformacéo inversa.
(iv) A lei de composicio é associativa.

Esses aspectos garantem que essas transformagoes for-
mam um grupo. E importante observar que, por ser
um grupo, ha restrigdes sobre as transformagoes, como
f(f(z;); 8) = f(z;0(a; 8). A natureza dessas restri-
¢Oes podem ser observadas no contexto infinitesimal, ou
seja, transformagoes préximas da identidade.

A.3.2. Transformacdes infinitesimais

Para explorar o que se tem e fixar a notagao, considere
a transformacdo infinitesimal de um ponto x para um
ponto x’ por um pardmetro a de acordo com a Eq. .
Inicialmente é conveniente considerar o caso de uma
dimensao, r = 1. Desde o ponto z’, uma transformacao
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infinitesimal ¢ conduzida e descrita pelo pardmetro do
que representa uma variagdo pequena de « (ao final,
toma-se o limite o — 0). E assim, de 2’ chega-se ao
ponto x’ + d2’, através da expressao

o' o2’ = f(a';6a) = f(f(x;0);00)
= f(z;:6(a;00)).

O significado de ¢(a; da) é especificado ao se considerar
a seguinte observacgao.

Como se trata de um grupo, é possivel sair de = e
alcancar diretamente o ponto z’ + 0z’ procedendo com
uma escolha adequada do pardmetro da transformacéo.
Este é escrito a partir de outra modificacao infinitesimal
de a, ou seja, dado como « + da. Isto resulta em

(A.6)

2’ + 62’ = f(z;a+ da).
Comparando este resultado com a Eq. (A.6]), encontra-se

a+da = é(a;da). (A.7)

E importante enfatizar que do,dov < «. Entretanto,
antes do processo de limite, o # da.

Agora é importante escrever explicitamente os princi-
pais resultados em termos de componentes. Utilizando

as Eqgs. (A.6) e (A.7), encontramos

o+ 62 = fi(xh,xh, ... 2l 000,009, . .., 6a,),
a+da; = ¢yar, e, ..., an;0aq,6as, ..., 0a,).
Isto resulta em
Sz = Ui (z)doy, (A.8)
k=1
doy = Tlm(a)gama (A.9)
m=1
onde
afi(2'; a)
- / = A S v _
Uzk ((E ) 60[k |a707
O¢u(a; B)
Ty () = 2842
im (") 95, ls=0

Isolando da,, na Eq. (A.9) e substituindo na as
Egs. (A.8), segue que

(A.10)

onde Vi = Ty, !, Considerando uma funcio F(z) para
transformacoes infinitesimais, usando a Eq. (A.9)), segue
que

" OF (x)
dF = Z 3, d;
=1

> doX,F(x),
=1
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onde

o

Xi=> Uﬂ(m)axi. (A.11)
i=1

denominado de gerador infinitesimal do grupo de Lie.
Esses operadores, em ntimero igual aos dos pardmetros,
dependem do ponto em R"™ e do tipo de transformacao
de simetria expressa em Uy (z).

Note que para F(x) = z, tem-se a transformagio
proxima da identidadde, ou seja,

.Z‘; = (1 -‘rZXl(SOq) T;.

=1

Escrevendo doy = a/N, com N >> 0, segue que uma
transformacao finita fica dada por

- N
‘= lim (1 x4 .

Isso leva a expressdo para os elementos do grupo de
transformacao dada por

T(z,a) = exp {Z ale} .

=1

Na sequéncia as caracteriaticas desses geradores serdo
analisadas.

A.3.3. Algebra de Lie

Considere o conjunto A = (X3, Xs,...,X,) formado
pelos geradores infinitesimais do grupo de Lie. Mostra-
se que além da adi¢do, da multiplicacado por um escalar
e do produto associativo to tipo X;X; o conjunto A é
fechado pela lei de composicao [X;, Xi] = X; X — X X,
denominado comutador ou produto de Lie. A demons-
tracao tem inicio com a observagao de que, por estarmos
tratando de grupos de simetria, temos [106], [107]

0%x; 0?%x;
Yoo 9% (A.12)
0oy 0a,,  Ooay, 0oy
(Notagao utilizada para os indices: i,7 = 1,2,...,n; e
k,l,m,s,t = 1,2,...,r. A regra da soma é utilizada

para indices repetidos, por simplicitade. A covariancia
dos indices neste caso ndo é importante.)

Usando a Eq. (com a notagdo =’ = z), a
Eq. é reescrita como

OViem OV Uik, OUy,
Ui - =V -V m .
¥ ( 0oy 30%) M Ocim M Day

(A.13)

Note que em U;, = Uig(z), o ponto x depende dos
parametros em «, o que leva a
U,  OUy

= —U;:Vy.
3041 8xj ge vl
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Usando este resultado na Eq. (A.13)), tem-se

OU;m, oU; &
. —Uim = ks A.14
U; (833] U; 6xj) CraUik ( )
onde
oV oV,
k ks kt
p— —_— . .1
Choi ( e, D, ) TemTu (A.15)

Dois resultados emergem dessas expressoes.
O primeiro é que

ock,

=0.
Oayg

Portanto, C*, ¢ indenpendente de dos pardmetros a.
Assim, cada C]} é denominada constante de estrutura
do grupo, e representa uma marca (um selo) do tipo de
simetria descrita pela transformacao especifica. Um se-
gundo resultado é o de fechamento do produto [X;, Xk].

Usando a Eq. (A.11), tem-se que

(X1, Xi] = O Xom. (A.16)

Por consisténcias, outras caracteristicas gerais das
constantes de estrutura sao deduzidas das propriedades
do comutador. Utilizando [X;, Xj;] = —[Xk, Xi], segue
que

o= (A.17)

Como o comutador satisfaz a identidade de Jacobi, isto é,
[[Xla Xk]a Xm] + [[Xka Xm]a Xl] = [[Xla Xm]v Xk]a
obtém-se

ClxCim + CimCiy + Cri iy = 0. (A.18)

Além disso, tem-se a propriedade de derivacao dada por
(X1 Xk, Xon] = Xa[ X, Xon] + [ X1, X ] X

Esse resultado mostra a relagao do produto de Lie com o
produto associativo. O conjunto A é entdo denominado
de uma algebra de Lie com derivagdao. Na sequéncia,
como exemplo, o grupo de rotacgdes preliminarmente
abordado, é explorado enquanto sua estrutura de Lie.

A.4. Algebra de Lie do grupo de rotagdes

A fim de analisar e exemplificar as propriedades dos
geradores, retomamos o grupo da rotacdo no espago
tridimensional, R?, o qual é denominado de SO(3). Os
geradores serao representados por matrizes 3 x 3. Depois,
escolhendo o espaco de representagdo como sendo o
das fungoes, os geradores aparecem representados como
operadoresw diferenciais.
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A.4.1. Geradores de rotagoes na forma matricial

Considerando as rotagoes dadas nas Egs. 7,
chega-se aos geradores do SO(3) analisando rotagoes
préxima da identifdade do grupo, isto é, com angulos
pequenos, ou seja, 601, 003, 03 < 1. Em primeira ordem
isto conduz a

1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 « O

Assim para uma rotacao infinitesimal em torno do eixo
x1 é escrita como

R(501) ~ ] — i591G1,
em que o gerador GG; é dado por
0 —i

Gi=|1

0
0 0
0 0 O

Os outros dois geradores sdo os seguintes:

0 0 i
Go=|0 0 0],
—i 0 0
00 0
Gs=|0 0 —i
0 i 0

Um resultado importante é a dlgebra de Lie envol-
vendo os geradores, isto é,

3
[Gi,Gj] =1 Z €ikGr,

k=1

(A.19)

onde € ¢ o tensor antissimétrico. Neste caso, as
constantes de estrutura do grupo sao dadas por ij =
€5 O fator “¢” é introduzido aqui por conveniéncia.
(Nesta representagdo n = r = 3; ou seja, o nimero de
parametros é igual ao nimero de dimensdes do espago
de representagao.)

O espaco R? é o que se chama de espaco de defi-
ni¢do da simetria definda pelo SO(3) e caracterizada
pelas constantes de estruturas ;. (Trata-se aqui da
parte do grupo conectada a identidade.) Outros espagos
podem entdo ser utilizados para representar a simetria
caracterizada por €;;;, com a dlgebra de Lie dada pela
Eq. (A.19). Uma possibilidaade é o espago linear das
fungoes andliticas F(x1, z2,x3).

A.4.2. Geradores de rotagoes na forma de
derivadas

Considere a rotagao R(661) em torno do eixo z1 com o
angulo de rotacdo §6; préximo a zero. A transformacio
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produzida pela acao desse elemento do grupo em um
vetor no R? é dada por exemplo como

) 1 0 0 X
l‘/2 = 0 1 —(591 T2 y
l‘é 0 591 1 T3

que, explicitamente, resulta em

T = 2, (A.20)
(A.21)
(A.22)

= T — 0023,

8
N
|

T3 = 23+ d6124.

Com este resultado, a transformacdo induzida por
R(6601) sobre uma fungdo F(xy,xa,x3) é representada
por

R(591)F(x1,x2,x3) = f(R((Sel)(.Z‘l,xg,.%‘g))
= F(x/hxlwfvg)

Assim, tem-se
F(x, xy, x5) = F(x1, x5 — 60123, 25 — 60122).

Expandindo esta funcdo até a primeira ordem em
torno de §6; = 0 resulta em

/ / / 8 8
Flar,ah,ws) = {1—591 [(x&r_xa)]}

Xf($1,$27.’173).

A partir deste resugltado, fica identificado o elemento
do grupo responsavel pela rotagdo infinitesimal por um
angulo d6; em torno do eixo x; sobre F(x1,xs,x3), isto

7

[§]

9

0 7]

O gerador dessas rotagoes é entdao identificado como

. 0
i1 =x3— — To0—.
5x2 I3

Isto resulta em R(061) = 1—id61L4. Se 661 = 01 /N, para
uma rotagdo finita de um angulo 6, obtém-se R(6;) =
limpy 00 RN (66), ou seja,

. 61, \"
R(61) = A}gnoo (1 - zNLl) )
ou ainda,
R(#) = e~ L1,

Procedendo de forma analoga para as outras matrizes
de rotagéo, R(02) e R(f3), os geradores de simetria ficam
dados, respectivamente, por

0
e msaxl o 81'3’
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0
ils=x1— —x

81‘2 287.731.

Os geradores Ly, Lo, L3 satisfazem a algebra de Lie

3
[Ll, Lj] = ZZ eljkLk.
k=1

Do ponto de vista algébrico, o que caracteriza uma
rotacdo é, entdo, o conjunto das constantes de estrutura,
€k, independentemente do espago de representacao.

A.4.3. Derniéres observations

Partindo do conceito de grupo de transformagao, chega-
se a Eq. (A.9) descrevendo uma classe de equagoes
differenciais. Caracteristicas outras sdo a identificacdo
dos geradores de simetria, dados na Eq. 7 que
conduziu a algebra de Lie, Eq. , e as constantes de
estrutura do grupo satisfazendo as propriedades dadas

nas Egs. (A.17) e (A.18]). Além desses resultados, Lie

demostrou que o inverso também é verdadeiro, isto é, se

existem constantes satisfazendo as Egs. e ,
pode-se encontrar U e V que levam a fungdes que sdo
solugdes da Eq. (A.9).

A busca por solugoes de equagoes diferenciais foi
um programa de pesquisa que se desenvolveu por todo
o século XX e encontrou um ponto de destaque com
o desenvolvimento da computagdo algébrica [I08]. Na
apresentagdo do presente trabalho, percorremos o ca-
minho de explorar as representagoes do grupo de Lie,
descrevendo as simetrias de Galilei. Especificamente, o
inicio foi a apresentacdo da simetria de Galilei do espago
tempo através da dlgebra de Lie. Com este aparato, cons-
truimos as diversas representacoes da mecanica quantica
nao-relativistica de um modo unificado. Seguimos assim
um dos caminhos como apontado por Lie para abordar
e desenvolver uma teoria do movimento; no caso, a
mecanica quantia nao-relativistica.
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