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O método de deformação tem gerado inúmeros resultados satisfatórios dentro da teoria de campos, uma vez
que o mesmo fornece uma maneira simples e até mesmo didática de descrever a estrutura de defeitos topológicos
em diversos cenários. Ele consiste em gerar novos modelos a partir do potencial e da solução de um modelo
conhecido, com o auxílio de uma função deformadora apropriada, gerando soluções analíticas sem precisar recorrer
a métodos computacionais ou análise numérica. Neste trabalho demonstramos as diversas aplicações do método
de deformação na teoria de campos escalares reais, estendendo-se desde a obtenção de potenciais polinomiais
passando por modelos de dinâmica periódica até, resolução de equações diferencias não-lineares e o estudo de
modelos de inflação cósmica no regime slow-roll.
Palavras-chave: método de deformação, função deformadora, campos escalares, equações diferencias não-lineares,
inflação cósmica.

The deformation method has generated many satisfactory results within the field theory, since it provides a
simple and even didactic way of describing the structure of topological defects in several scenarios. It consists
of generating new models from the potential and solution of a known model, with the aid of an appropriate
deformation function, generating analytical solutions without having to resort to computational methods or
numerical analysis. In this work, we demonstrate the different applications of the deformation method in real
scalar field theory, ranging from the obtaining of potential polynomials through periodic dynamics models until,
solving nonlinear differential equations and the study of cosmic inflation models in the slow-roll regime.
Keywords: deformation method, deformation function, scalar field, nonlinear differential equations, cosmic
inflation.

1. Introdução

Em consequência do avanço das pesquisas em sistemas
físicos, seja do ponto de vista fenomenológico seja do
ponto de vista teórico, uma classe inumerável de modelos
de campos escalares reais tem sido descoberta nas mais
diversas áreas. Como exemplo, podemos citar que algu-
mas das vertentes mais modernas da Cosmologia utilizam
o campo escalar para descrever o campo do inflaton [1–4],
que seria responsável pela aceleração cósmica do universo
na sua fase inicial, ou ainda, poderíamos falar de mode-
los de quintessência [5–8] que atribuem a energia escura
aspectos da dinâmica de campos escalares na fase atual
do Universo.

Temos também em matéria condensada a descrição
de defeitos topológicos em meios elásticos contínuos, as-
sociados a irregularidades nos campos que descrevem
a ordenação da estrutura dos materiais. Esses defeitos
surgem da quebra de simetria, que levam a uma transição
de fase do sistema, e podem ser vórtices, kinks, paredes
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de domínio, etc. O estudo de defeitos topológicos valeu
o prêmio Nobel de Física de 2016 para os pesquisadores
David Thouless, Duncan Haldane e Michael Kosterlitz.

Modelos de campos escalares descritos por potenci-
ais trigonométricos, como o seno-Gordon e duplo seno-
Gordon, aparecem em inúmeros contextos físicos, muitas
de suas aplicações residem na modulação de sinais elétri-
cos em circuitos de corrente alternada [9], em cadeias mo-
leculares poliméricas compostas por nucleotídeos, como
o DNA [10–12] e no estudos de impedância em filmes de
materias inorgânicos [13], entre outras.

Entretanto, a dificuldade reside no fato que muito dos
potenciais desses modelos não propiciam uma descrição
analítica do sistema investigado, o que dificulta o enten-
dimento mais completo das propriedades de tais modelos.
Torna-se, portanto, necessário buscar-se um método que
possa gerar potenciais com soluções analíticas e de inte-
resse físico. Um método bastante eficaz é o denominado
método de deformação, cujo procedimento consiste em
gerar novos modelos a partir do potencial e da solução
de um modelo conhecido, com o auxílio de uma função
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deformadora apropriada [14–18]. A vantagem do método
está no fato de que a descrição das características do novo
modelo pode ser feita de forma analítica sem precisar
recorrer a simulações computacionais ou análise numé-
rica. Sendo também aplicado na resolução de equações
diferencias não-lineares em sistemas integráveis.

Partindo da perspectiva que uma metodologia é consi-
derada eficaz didaticamente se a mesma for consistente,
prática e eficiente em produzir fácil entendimento de
um tema visto como complexo, podemos afirmar que
o método de deformação fornece uma abordagem didá-
tica de vários sistemas de interesse físico, pois permite
descrever propriedades de modelos ou fenômenos desco-
nhecidos de forma analítica e simples, bastando para isso
conhecer soluções de um modelo ou equação padrão já
estabelecidos.

Neste trabalho iremos abordar o método de deforma-
ção em vários cenários de interesse no meio cientifico,
visando mostrar que o mesmo é uma ferramenta didá-
tica extremamente eficaz na descrição e entendimento
de diversos sistemas físicos. Na seção II demonstraremos
como funciona o método, em seguida na seção III, a
partir do método, descreveremos a estrutura de defeitos
topológicos em modelos regidos por potenciais polinomi-
ais, na seção IV vamos estudar a dinâmica de modelos
do tipo seno-gordon, na seção V mostraremos o procedi-
mento de resolução de equações diferencias não-lineares
do tipo KdV, na seção VI demonstraremos as aplicações
na geração de modelos cosmológicos inflacionários e as
considerações finais serão feitas na seção VII.

2. O Método de deformação na teoria de
campos

O método de deformação de defeitos foi proposto em
[14,15]. Partimos de um potencial V (φ) conhecido que
possui soluções com topologia definida, desse modo pode-
mos definir um novo modelo cujas propriedades podem
ser obtidas através do modelo primitivo. É notório salien-
tar a eficácia de tal método que possibilita uma descrição
analítica de uma ampla classe de potenciais, por meio
de sucessivas deformações, levando em conta o ajuste
adequado dos parâmetros de uma função deformadora
conveniente. Suas aplicações de estendem até a resolu-
ção de equações não lineares, que descrevem fenômenos
ondulatórios como a equação KdV [19,20]. Inicialmente
vamos estabelecer a relação entre o potencial do modelo
primitivo e o potencial do modelo obtido através da de-
formação. Sabemos que a densidade lagrangeana para o
campo escalar real φ é dada por:

L = 1
2∂µφ∂νφ − V (φ), (1)

que para soluções estáticas, φ = φ(x), fornece a equação
de movimento:

d2φ

dx2 = dV

dφ
, (2)

que é resolvida pelas equações de primeira ordem:

dφ

dx
= ±

√
2V (φ). (3)

Se tomarmos outro modelo, descrito por um campo χ,
com densidade lagrangeana dada por:

L = 1
2∂µχ∂µχ − Ṽ (χ), (4)

temos, para a solução estática, χ = χ(x), a equação de
movimento:

d2χ

dx2 = dṼ

dχ
(5)

soluvel pelas equações de primeira ordem:

dχ

dx
= ±

√
2Ṽ (χ). (6)

Se considerarmos φ = f(χ), isto é, φ como uma função
de χ temos:

dφ

dx
= df

dχ

dχ

dx
⇒ dχ

dx
= 1

df/dχ

dφ

dx
, (7)

elevando a segunda equação de (7) ao quadrado temos:(
dχ

dx

)2
= 1

f2
χ

(
dφ

dx

)2
, (8)

onde fχ = df/dχ. Substituindo as equações (2) e (6) na
equação (8) obtemos:

Ṽ (χ) = V [φ = f(χ)]
f2

χ

. (9)

A função f(χ) é chamada função deformadora. A expres-
são (9) nos dá a relação entre os potenciais no modelo
deformado e não deformado. O potencial Ṽ admite solu-
ções,que são obtidas pela relação:

χ(x) = f−1(φ(x)), (10)

em que f−1 é a inversa da função deformadora. Ainda
podemos ver que, para o caso de soluções topológicas o
defeito deformado χ(x) conecta mínimos correspondentes
aos interligados pelas soluções φ(x) do modelo original
dados por υ̃i = f−1(υi), i = 1, 2, 3..., n.

2.1. Propriedades do Método

Uma particularidade do método está associada a defor-
mação do modelo φ4 [21] dado por:

V (φ) = 1
2(1 − φ2)2. (11)

Se utilizarmos uma função deformadora f(χ) na obten-
ção de um modelo deformado, a função 1/f(χ) também
irá gerar o mesmo modelo deformado. A prova desta
afirmativa pode ser verificada como segue: seja a função

Revista Brasileira de Ensino de Física, vol. 41, nº 1, e20170402, 2019 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0402



Souza e Rodrigues e20170402-3

deformadora f1 = F (χ), aplicada ao potencial (11), que
leva ao potencial deformado:

Ṽ1(φ) = 1
2

(1 − F (χ)2)2

F 2
χ

. (12)

Considere agora a função deformadora f2 = 1/F (χ),
também aplicada em (11), de forma que obtemos o novo
potencial deformado dado por:

Ṽ2(φ) = 1
2

(
1 − 1

F (χ)2

)2
F (χ)4

F 2
χ

= 1
2

(1 − F (χ)2)2

F 2
χ

, (13)

logo:
Ṽ2(φ) = Ṽ1(φ), (14)

como queriamos demonstrar. Outro resultado interes-
sante versa sobre a relação entre a derivada segunda do
potencial para o modelo original e o modelo deformado
calculada nos mínimos. Fisicamente, o que estamos fa-
zendo é determinar a relação que existe entre a massa
quadratica do campo nos dois modelos. Seja o potencial
dado por (9), vamos deriva-lo em relação a χ duas vezes,
de modo que obtemos o resultado:

Ṽχχ(χ) = Vφφ(φ = f(χ)) − 3Vφ(φ = f(χ))fχχ

f2
χ

+

+
6V (φ = f(χ))f2

χχ

f4
χ

− 2V (φ = f(χ))fχχχ

f3
χ

, (15)

para os pontos de mínimo ou estados de vácuo comuns
aos dois modelos temos que o potencial e sua derivada pri-
meira são nulos, V = Vφ = 0, de modo que encontramos
o resultado final:

Ṽχχ(χ) = Vφφ(φ = f(χ)), (16)

que mostra que a massa quadratica do campo, no mo-
delo original e no modelo deformado são iguais quando
calculadas nos mínimos comuns aos dois modelos.

2.2. Estados BPS no modelo deformado

Um método alternativo para investigar a presença de
defeitos topológicos em modelos de campos escalares,
consiste em identificar as soluções denominadas de BPS
(Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) [22,23]. As soluções
BPS são definidas por dois estados de mínima energia e
identificam os setores topológicos do modelo. O método
foi proposto por E.B. Bogomol’nyi em 1976, embora
em 1975 M.K. Prasad e C.M. Sommerfield já tivessem
publicado um trabalho sobre o assunto. A idéia central
está no fato de que para potenciais não negativos, cujos
zeros são mínimos globais, podemos escrever:

V (φ) = 1
2W 2

φ , (17)

onde a derivada de W em relação a φ, representada por
Wφ, e W (φ) são funções contínuas do campo, sendo esta
ultima denominada superpotencial e está associada a
descrição de setores bosônicos reais em teorias supersi-
metricas [24–26]. Para o modelo φ4, temos:

W (φ) = φ − 1
3φ3. (18)

A equação de movimento para soluções estáticas é dada
por:

d2φ

dx2 = WφWφφ. (19)

As soluções fisicamente aceitáveis são as de energia fi-
nita, as configurações de menor energia são as de maior
interesse para nossa descrição, logo o campo deve ser
escolhido de modo que a energia EB seja mínima, esta ul-
tima é também conhecida como energia de Bogomol’nyi,
dada por:

EB =
∫ ∞

−∞
dx

dW

dx

= W (φ(x → ∞)) − W (φ(x → −∞))
= |∆W | . (20)

Para a condição de energia mínima obtemos a equação
de primeira ordem:

dφ

dx
= ±Wφ, (21)

que resolve a equação (19). E o problema de resolver
uma equação de segunda ordem se reduz a encontrar as
soluções de duas equações de primeira ordem [27,28]. A
expressão (21) é conhecida na literatura como equação
de Bogomol’nyi. Outra vantagem desse método é que
podemos calcular as energias usando somente a função
W (φ) por meio de seus limites assintóticos sem conhecer
as soluções. Iremos agora estabelecer a relação entre os
estados BPS no modelo original e no modelo deformado.
Utilizando as equações (9) e (17), considerando ainda
φ = f(χ) , se Ṽ ≥ 0, podemos escrever para o potencial
do sistema deformado:

Ṽ (χ) = 1
2

(
Wφ(φ = f(χ))

fχ

)2
, (22)

ou
Ṽ (χ) = 1

2
(
W̃χ(χ)

)2
, (23)

por comparação direta entre (22) e (23) obtemos:

W̃χ(χ) = Wφ(φ = f(χ))
fχ

, (24)

que nos permite escrever as equações de primeira ordem:

dχ

dx
= ±Wφ(φ = f(χ))

fχ
, (25)

nos possibilitando resolver as equações de movimento no
modelo deformado. A energia para o defeito deformado
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depende diretamente do tipo de deformação introduzida,
uma vez que podemos mostrar, com a ajuda de (10), que
para os estados BPS temos:

ẼBP S =
∫ ∞

−∞
dx

(
dχ

dx

)2

=
∫ ∞

−∞
dx

(
df−1

dφ

)2(
dφ

dx

)2
. (26)

A densidade de energia no modelo deformado pode
então ser escrita como:

ε̃(x) =
(

df−1

dφ

)2(
dφ

dx

)2
=
(

df−1

dφ

)2

ε(x), (27)

onde ε(x) é a densidade de energia no modelo original.
Outro ponto importante é que para uma classe de fun-
ções deformadoras f(χ) satisfazendo |f(χ)| ≥ 1(≤ 1), a
energia diminui(aumenta) de forma relativa a energia do
defeito não deformado.

2.3. Estabilidade dos defeitos deformados

O estudo da estabilidade para as soluções BPS do modelo
deformado é análogo ao do modelo original, que pode
ser encontrado em [21,29], de modo que obtemos para a
solução estática do campo a equação do tipo Schrödinger:(

− d2

dx2 + Ũ(x)
)

η̃ = ω̃nη̃ (28)

em que

Ũ(x) =
(

d2Ṽ

dχ2

)
χ=χ(x)

. (29)

O operador Hamiltoniano possui a forma:

H = − d2

dx2 + Ũ(x), (30)

que pode ser fatorado em H = S̃+S̃ com S̃ escrito em
termos do super-potencial não deformado na forma:

S̃ = d

dx
+ Wφφ(φ = f(χ)) − fχχ

Wφ(φ = f(χ))
f2

χ

. (31)

Uma vez que o Hamiltoniano pode ser fatorado o modelo
apresenta soluções estáveis com os respectivos autovalores
reais positivos. O modo zero bosônico deformado é dado
por:

η̃0 = Ae±
∫

W̃χχ(χ)dx, (32)
onde A é uma constante de normalização. Reescrevendo
esta ultima equação em função do modelo original, en-
contramos:

η̃0 = η0exp

[∫
dxfχχ

Wφ(φ = f(χ))
f2

χ

]
, (33)

em que η0 é o modo zero bosônico do modelo não defor-
mado. Outra forma de escrever (33) seria:

η̃0 = AW̃χ, (34)

que ainda pode ser posta na forma:

η̃0 = A
Wφ(φ = f(χ))

fχ
. (35)

Nas seções seguintes iremos aplicar o Método de defor-
mação de forma geral dando destaque somente a obtenção
dos potencias e suas soluções, de modo a não tornar a
leitura deste trabalho extensa e enfadonha.

3. Obtendo potenciais polinomiais

Vamos verificar que alguns potenciais conhecidos na lite-
ratura podem ser obtidos pela deformação do modelo φ4,
ver Figura 1, que tem soluções estáticas φ = ± tanh(x).

3.1. Deformando modelos com defeitos do tipo
kink

Aplicando a função deformadora f(χ) = 2χ2 − 1, obte-
mos o potencial deformado ilustrado na Figura 2:

Ṽ (χ) = 1
2χ2(1 − χ2)2, (36)

conhecido como o potencial do modelo φ6, e que possui
os mínimos χ̄ = ±1 e χ̄ = 0. Aqui, as soluções do modelo
deformado são obtidas por meio da função deformadora
inversa

χ(x) = ±
√

(1 + φ(x))/2, (37)

com φ(x) = ± tanh(x),ou seja:

χ(x) = ±
√

[1 ± tanh(x)] /2. (38)

Para obter as soluções do modelo φ6 sem deformação
teriamos que resolver a equação diferencial:

dχ

dx
=
√

2Ṽ = ±χ(1 − χ2), (39)

Figura 1: potencial do modelo φ4.
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Figura 2: Potencial φ6 a esquerda e suas soluções kinks (linha sólida) e anti-kinks (linha tracejada) a direita.

que e dada pela inversa da integral

± x =
∫

dφ

χ(1 − χ2) , (40)

o que ainda é exequível, porém , para potenciais polino-
miais de grau mais elevado, geralmente isto é uma tarefa
muito árdua, ou infactível, como por exemplo, para o
potencial do modelo φ8:

V = 1
2(1 − φ2)2(1 − 2φ2). (41)

4. Obtendo potenciais do tipo
seno-Gordon

Vimos, anteriormente, o método de deformação e suas
aplicações em modelos de potenciais polinomiais com
soluções do tipo kink. Agora, iremos estudar as proprie-
dades de kinks em modelos de potenciais periódicos do
tipo seno-Gordon. O interesse nesse tipo de modelo reside
no fato do mesmo possuir inúmeras aplicações em Física
de altas energias, assim como em Matéria condensada.
Inicialmente, podemos estudar o modelo seno-Gordon
como resultado da deformação do modelo φ4 pela função
deformadora do tipo:

f(χ) = sen(aχ), (42)

de onde obtemos:

V (χ) = 1
2cos2(aχ). (43)

O potencial dado por (43) é do tipo sine-Gordon, bem
conhecido na literatura, ele foi inicialmente estudado

por Rubinstein em 1968 [30], algumas de suas aplicações
que se estendem desde sistemas com processamento de
sinal elétrico ou mecânico até cadeias moleculares em
sistemas biológicos podem ser encontradas em [9, 10].
Os mínimos do potencial são χ̄ = (2n + 1)π/2a, com n
inteiro positivo ou negativo(n = 0, ±1, ±2, ±3, ...). As
soluções que conectam os mínimos do potencial, obtidas
pela função deformadora inversa de (42), são dadas por:

χ(x) = ±1
a

arcsen(tanh(x)) + 2kπ

a
, k = inteiro. (44)

4.1. Modelo duplo seno-Gordon

Vamos aplicar as funções deformadoras:

f1(χ) = rtan(χ), (45)

f2(χ) = 1
r

tan
(

χ − π

2

)
, (46)

onde r é um parâmetro real e positivo, note que f2
é igual a 1/f1. Utilizamos duas funções deformadoras
pois desejamos descrever um modelo com dois setores
topológicos distintos. O potencial deformado pode ser
escrito como:

V (χ) = (cos2(χ) − r2sen2(χ))2

2r2 , (47)

onde para r > 0, exceto r = 1, obtemos modelos duplo
seno-Gordon [31], ver Figura 3.

O potencial (47) foi utilizado por Batanouny et al [13]
em sistemas de Matéria Condensada, e algumas de suas
propriedades termodinâmicas foram estudadas em [32].
Podemos ver que o parâmetro r controla a posição dos
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Figura 3: Potencial do modelo seno-Gordon (linha tracejada)
e potencial do modelo duplo seno-Gordon (linha sólida) para
r = 1, 1.

diferentes setores topológicos do modelo. Os mínimos do
potencial são dados por:

χn
min = nπ ± arctan(1/r), n = inteiro. (48)

Com este método pode-se gerar uma família de novos
modelos do tipo seno-Gordon [33,34].

5. Sistemas integráveis: Equação KdV

O estudo de soluções de energia localizada foi iniciado
por J. Scott Russel em 1834, quando este observou a
propagação de um pulso de onda concentrado no canal
de Edinburgh-Glasgow, que se propagou por uma elevada
distância sem perder a forma original [35]. A Figura 4
ilustra o processo análogo de formação de ondas solitárias
em um canal, também denominadas de solitons.

Em 1895 os matemáticos D.J.Korteweg e G. de Vries
[36] propuseram uma equação que descreve o fenômeno
observado por Russel. A equação KdV é utilizada para
descrever a propagação de um pulso de onda não linear
em um meio material, como também é aplicada no estudo
de ondas na atmosfera, ondas íon-acústicas em um plasma
e ondas de pressão em misturas de líquido e gases [37–42].

O estudo de solitons levou a um grande avanço na
construção das fibras óticas [43, 44], fazendo as perdas
de informação ao longo da fibra tornarem-se cada vez
menores, diminuindo a dispersão dos pulsos luminosos ao
longo da propagação da onda, como ilustrado na Figura
5.

Matematicamente a equação KdV pode ser expressa
como:

ut + 6uux + uxxx = 0, (49)

Figura 4: Processo de geração de ondas solitarias

Figura 5: Simulação númerica do espectro de propagação de um
soliton em fibra ótica. Créditos: Christophe Finot. Laboratoire
Interdisciplinaire CARNOT de Bourgogne, Solitons, Lasers and
Optical Communications Team.

onde:
ut = ∂u

∂t
e ux = ∂u

∂x
. (50)

A solução tipo onda viajante pode ser escrita na forma:

u = 2k2senh2(kx − 4k3t) = c

2senh2(kx − ct), (51)

em que c = ω/k = 4k2 é a velocidade da onda. Considere
agora um sistema dinâmico na variável u = u(x, t) = u(z)
descrito pela equação diferencial:

ut + (f(u))x + uxxx = 0, (52)

sendo f(u) uma função da variável dinâmica u [19], temos
ainda que:

(f(u))x = ∂f

∂u
ux. (53)
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Para soluções do tipo onda viajante u = u(kx − ωt),
com z = kx − ωt, obtemos as relações:

ut = −ωuz e ux = kuz, (54)

resultando na equação:

ut = −ω

k
ux. (55)

A equação (52) torna-se:

− ω

k
ux + (f(u))x + uxxx = 0, (56)

colocando a derivada em x em evidência:
d

dx

(
−ω

k
u + f(u) + uxx

)
= 0. (57)

Integrando obtemos:

uxx = ω

k
u − f(u) + β, (58)

onde β é uma constante de integração, que pode ser
obtida das condições assintóticas. Podemos escrever a
equação (58) na forma:

d2u

dx2 = dV (u)
du

. (59)

A função V (u) é conhecida como potencial associado, é
apenas uma ferramenta matemática, um fator de inte-
gração, não tendo o significado de um potencial físico de
interação. Agora, tomando um mapa inversível com uma
função deformadora do tipo:

u = g(v), (60)

tal que:

Ṽ (v) = V (g(v))(
dg(v)

dv

)2 , (61)

observamos que o modelo na variável dinâmica v(x, t)
descrito por:

vt + (f̃(v))x + vxxx = 0, (62)

para o qual o potencial associado possa ser obtido de
(61) e satisfaz a realação:

dṼ (v)
dv

= ω̃

k
v − f̃(v) + β̃, (63)

tem como solução a onda viajante dada pelo mapa in-
verso:

v(x, t) = v(kx − ω̃t) = g−1 [u(kx − ωt)] . (64)

Portanto, se a solução onda viajante do sistema (52) é
conhecida, podemos obter através do mapa inverso a
solução do sistema (62) [19, 20]. É um método simples
e direto para encontrar soluções tipo onda viajente em
sistemas dinâmicos integráveis não-lineares, quando com-
parado aos demais métodos encontrados na literatura
como o método do espalhamento inverso [38], metódo
bilinear de Hirota [45], Representação de Lax [46], entre
outros.

5.1. Aplicação

Vamos obter a solução tipo onda viajante do sistema
descrito pela equação pKdV [19]:

vt + a(1 + p)(1 + 2p)v1/pvx + vxxx = 0, (65)

onde a e p são parâmetros reais e para a = p = 1 obtemos
a equação KdV. Temos ainda que

f ′(v) = a(1 + p)(1 + 2p)v1/p. (66)

Por integração direta, conforme as equação (58) e (63),
obtemos:

dṼ (v)
dv

= ω̃

k
v − ap(1 + 2p)v

1
p +1 + β̃, (67)

onde f(v) = ap(1 + 2p)v
1
p +1, destacando que ω̃ e a

constante de integração β̃ serão obtidas posteriormente.
Partindo agora da equação KdV, cuja solução tipo onda
viajante é dada por:

u = 2k2senh2(kx − 4k3t), (68)

em que ω = 4k3, conforme as equações (58) e (59) obte-
mos o resultado:

uxx = dV

du
= ω

k
u − 3u2 + β, (69)

em que utilizamos f ′(u) = 6u, levando a f(u) = 3u2. O
valor de β é zero e o potencial associado para KdV [19]
possui a forma:

V (u) = 2k2u2 − u3. (70)

Tomando o mapa:

u(kx − ω̃t) = g [v(kx − ω̃t] = av1/p, (71)

e utilizando as equações (61) e (70) obtemos o potencial
associado:

Ṽ (v) = V (g(v))(
dg(v)

dv

)2 = 2k2p2v2 − ap2v
1
p +2, (72)

derivando (72) em relação a v e substituindo o valor da
derivada na equação (67) encontramos a igualdade de
polinômios:

ω̃

k
v − ap(1 + 2p)v

1
p +1 + β̃ = 4k2p2v − ap(1 + 2p)v

1
p +1,

(73)
que leva a β̃ = 0 e ω̃ = 4k3p2. E o mapa inverso v =
g−1 [u(kx − ω̃t)] nos fornece a solução:

v =
(

2k2

a

)p

senh2p(kx − 4k3p2t), (74)

para qualquer p real se a > 0.
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6. Obtendo modelos cosmológicos
inflacionários

O Modelo Cosmológico Padrão explica com sucesso al-
gumas das principais propriedades observadas do nosso
Universo hoje, mas infelizmente ele ainda deixa muitos
problemas sem solução, como o processo de formação de
estruturas em larga escala [47], ou seja, a formação de
estrelas, planetas, galáxias e etc, além das anisotropias
observadas pelo satélite WMAP (Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe) na Radiação Cósmica de Fundo em
Microondas.

Neste sentido, a tentativa mais viável de solucionar
estes problemas é apresentada no contexto da teoria de
inflação, onde um campo escalar, chamado de inflaton,
é responsável pela evolução do Universo primordial em
um período muito curto de expansão acelerada [1–4].
Na Figura 6 temos a ilustração das fases de expansão
cósmica do Universo tal qual o conhecemos.

Em particular, a escolha do potencial associado com
o inflaton é de grande interesse, uma vez que pode pro-
porcionar a correta dinâmica para garantir o sucesso do
modelo [1]. Com base nisso torna-se necessário a busca
por modelos com potenciais adequados que nos permitem
encaixar parâmetros com o limite dos dados observacio-
nais da Cosmologia [48,49].

Utilizando o método de deformação, vamos introduzir
um formalismo que permite fazer a correlação entre duas
dinâmicas de modelos inflacionarios sob o regime de slow-
roll [50–52], onde os parâmetros de inflação apresentam
uma relação direta com o potencial do modelo que gera
a solução.

6.1. Considerações iniciais a respeito do regime
slow-roll

Vamos considerar a integral da ação que descreve a di-
nâmica de um campo escalar, χ(x), acoplada a ação de

Figura 6: Processo de expansão do Universo.

Einstein-Hilbert para gravitação:

S =
∫

d4x
√

−g

(
−1

4 R + L(χ, X)
)

, (75)

onde R é o escalar de curvatura, L(χ, X) é a lagrangeana
do modelo, X = ∂µχ∂µχ/2 é o termo cinemático e χ
representa o campo de inflação.

Vamos considerar que o universo seja plano e utiliza-
remos a métrica de Friedmann-Robertson-Walker:

ds2 = dt2 − a2(t)
(
dx2 + dy2 + dz2) , (76)

onde t é o tempo físico, x, y and z são coordenadas
espaciais e a(t) é o fator de escala. A partir da ação (75)
e da metrica (76) obtemos as equações de movimento:

H2 = 2
3 ρ, e

ä

a
= −1

3(ρ + 3p), (77)

temos ainda que H = ȧ/a, com a derivada do fator
de escala em relação ao tempo t. Se considerarmos a
dinâmica padrão, descrita pela densidade de lagrangiana:

L = 1
2∂µχ∂µχ − V (χ), (78)

temos que a equação de continuidade pode ser escrita
como:

χ̈ + 3Hχ̇ + Vχ = 0, (79)

o índice χ representa a derivada em relação ao campo χ.
A pressão e a densidade de energia são dadas por:

ρ = 1
2 χ̇2 + V, p = 1

2 χ̇2 − V. (80)

Assim, podemos reescrever as Equações (77) como:

H2 = 1
3 χ̇2 + 2

3V, e Ḣ = −χ̇2. (81)

Na aproximação de slow-roll, isto é, quando V � χ̇,
modelos de inflação que descrevem um universo primor-
dial com uma densidade de energia dominada pelo poten-
cial, V (χ), são de grande interesse. De fato, nesta aproxi-
mação, o campo do inflaton não varia muito rapidamente
e podemos desprezar o termo cinético na Equação (81)
para obter as equações de primeira ordem:

H2 ≈ 2
3V (χ), e 3Hχ̇ + Vχ ≈ 0. (82)

Estas equações nos mostram que a escolha do potencial
nos permite aplicar limites aos parâmetros inflacionários.
O número N de e-folds, é escrito como N = ln(aend/a),
onde aend é o fator de escala no final da inflação, pode
ser obtido através da expressão:

a = a0 exp
(∫ te

ti

(
2
3 V (χ)

)1/2
dt

)
, (83)

ou equivalentimente N =
∫ tend

t
H dt.
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Além disso, os parâmetros do regime de slow-roll po-
dem ser encontrados em [53,54], e são dados por:

ε = 1
4

(
Vχ

V

)2
, η = 1

2
Vχχ

V
. (84)

Para estabelecer a condição de planicidade, as ex-
pressões acima devem obedecer a restrição |ε| << 1 e
|η| << 1. Portanto, podemos ver que todos os parâmetros
são sensíveis à escolha do potencial.

6.2. Deformando modelos inflacionários no
regime slow-roll

Inicialmente, consideramos que o inflaton tem sua dinâ-
mica descrita pela densidade de lagrangiana:

L = 1
2∂µχ∂µχ − V (χ), (85)

onde V (χ) representa o potencial do campo χ. A equação
da continuidade nessa dinâmica assume a forma:

ρχ + 3Hχ̇ = 0, (86)

sabemos que
H2 = 2

3ρ. (87)

Elevando ao quadrado (86), nós obtemos uma util relação
dada por:

6ρχ̇2 = ρ2
χ. (88)

Vamos considerar agora uma outra dinâmica para evolu-
ção do inflaton descrita pela densidade de lagrangiana

L = 1
2∂µφ∂µφ − Ṽ (φ). (89)

De forma similar aos resultados obtidos do modelo ante-
rior temos:

6ρ̃φ̇2 = ρ̃2
φ. (90)

O ponto-chave desta descrição é redefinir a dinâmica
do campo através da relação:

χ = f(φ), (91)

onde f(φ) é chamada função deformadora. Como con-
sequência direta dessa definição, podemos escrever:

φ̇ = χ̇

fφ
, (92)

na qual fφ = df/dφ. Usando (88), e (90) obtemos:

ρ̃2
φ

ρ̃
= 1

f2
φ

(
ρ2

χ

ρ

)
χ=f(φ)

. (93)

Este resultado representa uma correspondência genérica
entre duas densidades de energia que descrevem dois
campos escalares dinâmicos. Este é um método simples
de deformar a densidade de energia para dois fluidos no

mesmo background, levando em consideração que estes
fluidos tenham um tensor energia-momento conservado,
ou seja, desde que satisfaçam uma equação de continui-
dade.

A condição de slow-roll aplicada à equação de movi-
mento do campo escalar nos permite reescrevê-lo como:

3Hχ̇ = −Vχ. (94)

Agora
6V χ̇2 = V 2

χ , (95)

assim como
6Ṽ φ̇2 = Ṽ 2

φ , (96)

de modo que obtemos:

Ṽ 2
φ

Ṽ
= 1

f2
φ

(
V 2

χ

V

)
χ=f(φ)

, (97)

que representa uma correspondência direta entre dois
potenciais que descrevem a dinâmica do inflaton, em uma
aproximação slow-roll.

As soluções do novo modelo são obtidas de φ = f−1(χ),
que é a função deformadora inversa, calculada com as
soluções do modelo original. Uma implicação importante
deste método está na possibilidade de obter uma descri-
ção analítica para soluções de novos modelos de inflação,
além de permitir analisar os parâmetros dessas soluções,
desde que conheçamos os parâmetros para o modelo
inflacionário original, sem precisar recorrer as técnicas
numéricas, tornando o estudo das configurações de vácuo,
antes vistas como complicadas, mais acessíveis.

O limite da condição de slow-roll deixa de ser valido
para χ̇2/2 = V (χ), dependendo do potencial escolhido.
Temos ainda

tend − tini =
∫ χend

χini

dχ√
2V

, (98)

o que leva a tend − tini 6= t̃end − t̃ini, desde que (97) seja
uma relação válida entre o potencial do modelo original
e o potencial do modelo deformado.

6.3. Aplicação

Em um trabalho recente [55], partimos do modelo de
inflação caótica [56–58], em que a dinâmica do campo é
regida pelo potencial quadrático V (χ) = V0χ2. Aplicando
o método de deformação podemos obter diretamente um
modelo de inflação eterna [59–61], descrito pelo potencial
Ṽ (φ) = Ṽ0φp, onde escolhemos p > 2, e utilizamos uma
função deformadora do tipo:

f(φ) = χ = −4

√
V0

Ṽ0

φ− 1
2 (p−4)

p(p − 4) , (99)

aplicada no potencial da inflação caótica, por meio da
equação (97). O comportamento de ambos os regimes de
inflação pode ser visto na Figura 7.
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Figura 7: Gráfico do potencial do regime de inflação caótica
(linha sólida) e o potencial da inflação eterna para p = 3 (linha
pontilhada), p = 4 (linha tracejada), e p = 5 (linha com traço-
ponto).

Uma vez que os potenciais são conhecidos, podemos
obter os parâmetros de slow-roll. Para o potencial original
temos ε = η = χ−2. Aplicando o método de deformação
obtemos estes parâmetros para o novo modelo deformado,
dados por:

ε̃ = p2

4φ2 e η̃ = p(p − 1)
2φ2 . (100)

O final da inflação ocorre agora com uma escolha adicio-
nal de parâmetro p para o modelo deformado, enquanto
que para o modelo original apenas as condições para
o campo são necessárias. O número de e-fold pode ser
estimado nesse cenário como:

N = 1
2(χ2

end − χ2
ini), (101)

e para o modelo deformado temos o resultado dado por:

Ñ = 1
p

(φ2
end − φ2

ini). (102)

Podemos observar que o caso para p = 4 deve ser anali-
zado separadamente. Para este valor de p escrevemos o
potencial como Ṽ (φ) = λφ4 e seguindo os procedimentos
anteriores, a função deformadora tem a forma:

f(φ) = χ =
√

V0

λ

ln φ

2 . (103)

Agora, os parâmetros do regime slow-roll são escritos
como:

ε̃ = 4
φ2 e η̃ = 6

φ2 . (104)

Para este caso o número de e-fold é dado pelo mesmo
valor Ñ quando p = 4. Utilizamos funções deformadoras
especiais apenas para ilustrar o procedimento, explorando
resultados bem estabelecidos na literatura. No entanto, se
tornarmos a escolha das funções deformadoras arbitrárias,
podemos gerar novos potenciais, expandindo a gama de
soluções analíticas no regime de inflação slow-roll.

7. Considerações finais

Neste artigo, mostramos como o método de deformação
pode ser aplicado em vários cenários na teoria de campos.
Alguns modelos de campos escalares, sejam aqueles des-
critos por potenciais polinomiais ou mesmo os que são
regidos por um potencial periódico, favorecem a aplicação
do método, uma vez que apresentam equações diferen-
ciais de primeira ordem. Isso não impõe uma restrição
ao método, pois podemos reduzir a ordem das equações
diferenciais de ordem superior às equações diferenciais de
primeira ordem, e obter soluções analíticas de interesse fí-
sico. No caso de sistemas integráveis, o método mostra-se
eficaz no mapeamento de soluções de equações diferencias
do tipo KdV, que descrevem o movimento de solitons,
sendo que neste contexto, utilizamos um potencial as-
sociado apenas como uma ferramenta matemática, um
fator integrante que permite determinar os parâmetros
dinâmicos da solução obtida pelo mapa inverso. Por fim,
mostramos que o método também pode ser aplicado na
construção de modelos de inflação cósmica do Universo
em regime de slow-roll, levando a resultados satisfató-
rios e consistentes na caracterização dos parâmetros de
inflação e no número de e-folds.

Os autores agradecem ao CNPq e CAPES pelo apoio.
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