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O método de deformacao tem gerado intimeros resultados satisfatérios dentro da teoria de campos, uma vez
que o mesmo fornece uma maneira simples e até mesmo didatica de descrever a estrutura de defeitos topolégicos
em diversos cendrios. Ele consiste em gerar novos modelos a partir do potencial e da solugdo de um modelo
conhecido, com o auxilio de uma funcéo deformadora apropriada, gerando solugGes analiticas sem precisar recorrer
a métodos computacionais ou andlise numérica. Neste trabalho demonstramos as diversas aplicagées do método
de deformagdo na teoria de campos escalares reais, estendendo-se desde a obtengdo de potenciais polinomiais
passando por modelos de dindmica periddica até, resolucdo de equacgdes diferencias nao-lineares e o estudo de
modelos de inflagdo césmica no regime slow-roll.

Palavras-chave: método de deformagdo, fungdo deformadora, campos escalares, equagdes diferencias ndo-lineares,
inflacdo cOsmica.

The deformation method has generated many satisfactory results within the field theory, since it provides a
simple and even didactic way of describing the structure of topological defects in several scenarios. It consists
of generating new models from the potential and solution of a known model, with the aid of an appropriate
deformation function, generating analytical solutions without having to resort to computational methods or
numerical analysis. In this work, we demonstrate the different applications of the deformation method in real
scalar field theory, ranging from the obtaining of potential polynomials through periodic dynamics models until,
solving nonlinear differential equations and the study of cosmic inflation models in the slow-roll regime.
Keywords: deformation method, deformation function, scalar field, nonlinear differential equations, cosmic

inflation.

1. Introducao

Em consequéncia do avango das pesquisas em sistemas
fisicos, seja do ponto de vista fenomenolégico seja do
ponto de vista tedrico, uma classe inumeravel de modelos
de campos escalares reais tem sido descoberta nas mais
diversas areas. Como exemplo, podemos citar que algu-
mas das vertentes mais modernas da Cosmologia utilizam
o campo escalar para descrever o campo do inflaton [1H4],
que seria responsavel pela aceleracao césmica do universo
na sua fase inicial, ou ainda, poderiamos falar de mode-
los de quintesséncia [5H8] que atribuem a energia escura
aspectos da dindmica de campos escalares na fase atual
do Universo.

Temos também em matéria condensada a descrigao
de defeitos topologicos em meios eldsticos continuos, as-
sociados a irregularidades nos campos que descrevem
a ordenacgao da estrutura dos materiais. Esses defeitos
surgem da quebra de simetria, que levam a uma transicao
de fase do sistema, e podem ser vortices, kinks, paredes
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de dominio, etc. O estudo de defeitos topologicos valeu
o prémio Nobel de Fisica de 2016 para os pesquisadores
David Thouless, Duncan Haldane e Michael Kosterlitz.

Modelos de campos escalares descritos por potenci-
ais trigonométricos, como o seno-Gordon e duplo seno-
Gordon, aparecem em indmeros contextos fisicos, muitas
de suas aplicagoes residem na modulacao de sinais elétri-
cos em circuitos de corrente alternada [9], em cadeias mo-
leculares poliméricas compostas por nucleotideos, como
o DNA [10H12] e no estudos de impedéncia em filmes de
materias inorganicos |13], entre outras.

Entretanto, a dificuldade reside no fato que muito dos
potenciais desses modelos nao propiciam uma descrigao
analitica do sistema investigado, o que dificulta o enten-
dimento mais completo das propriedades de tais modelos.
Torna-se, portanto, necessario buscar-se um método que
possa gerar potenciais com solucoes analiticas e de inte-
resse fisico. Um método bastante eficaz é o denominado
método de deformacao, cujo procedimento consiste em
gerar novos modelos a partir do potencial e da solucao
de um modelo conhecido, com o auxilio de uma funcao
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deformadora apropriada [14-18]. A vantagem do método
estd no fato de que a descrigao das caracteristicas do novo
modelo pode ser feita de forma analitica sem precisar
recorrer a simulagbes computacionais ou analise numé-
rica. Sendo também aplicado na resolugao de equacoes
diferencias nao-lineares em sistemas integraveis.

Partindo da perspectiva que uma metodologia é consi-
derada eficaz didaticamente se a mesma for consistente,
pratica e eficiente em produzir facil entendimento de
um tema visto como complexo, podemos afirmar que
o método de deformacao fornece uma abordagem dida-
tica de véarios sistemas de interesse fisico, pois permite
descrever propriedades de modelos ou fendmenos desco-
nhecidos de forma analitica e simples, bastando para isso
conhecer solugbes de um modelo ou equagao padrao ja
estabelecidos.

Neste trabalho iremos abordar o método de deforma-
¢do em varios cendrios de interesse no meio cientifico,
visando mostrar que o mesmo é uma ferramenta dida-
tica extremamente eficaz na descrigdo e entendimento
de diversos sistemas fisicos. Na se¢ao II demonstraremos
como funciona o método, em seguida na secao III, a
partir do método, descreveremos a estrutura de defeitos
topolégicos em modelos regidos por potenciais polinomi-
ais, na se¢do IV vamos estudar a dinamica de modelos
do tipo seno-gordon, na se¢cdo V mostraremos o procedi-
mento de resolucao de equacdes diferencias nao-lineares
do tipo KdV, na secao VI demonstraremos as aplicacoes
na geracao de modelos cosmologicos inflacionérios e as
consideragoes finais serdo feitas na se¢ao VII.

2. O Método de deformacgao na teoria de
campos

O método de deformagao de defeitos foi proposto em
[141[15]. Partimos de um potencial V(¢) conhecido que
possui solugoes com topologia definida, desse modo pode-
mos definir um novo modelo cujas propriedades podem
ser obtidas através do modelo primitivo. E notério salien-
tar a eficacia de tal método que possibilita uma descrigao
analitica de uma ampla classe de potenciais, por meio
de sucessivas deformacoes, levando em conta o ajuste
adequado dos pardmetros de uma func¢ao deformadora
conveniente. Suas aplica¢oes de estendem até a resolu-
¢ao de equagbes nao lineares, que descrevem fendmenos
ondulatérios como a equagdo KdV [19,/20]. Inicialmente
vamos estabelecer a relagao entre o potencial do modelo
primitivo e o potencial do modelo obtido através da de-
formagdo. Sabemos que a densidade lagrangeana para o
campo escalar real ¢ é dada por:

L= 50,606~ V(6), (1)

que para solugoes estédticas, ¢ = ¢(z), fornece a equagio
de movimento:
d?¢ _dav )
de?  d¢’
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que é resolvida pelas equacoes de primeira ordem:

9 =420, (3)

Se tomarmos outro modelo, descrito por um campo Y,
com densidade lagrangeana dada por:

1 -
L= 5 ;LXWX - V(X)7 (4)

temos, para a solugdo estdtica, x = x(z), a equagao de
movimento:

d?y  dV
S (5)
dx dx

soluvel pelas equagoes de primeira ordem:

W 127 0. (6)

Se considerarmos ¢ = f(x), isto é, ¢ como uma funcao
de x temos:

de _ df dx
dr  dydx

dy 1 d¢

T dr  dfjdx dz’ (™)

elevando a segunda equagao de ([7]) ao quadrado temos:

de)'_ L (do)* ®
de ) fE\dx )’
onde f,, = df/dx. Substituindo as equagoes e @ na
equagao (8) obtemos:

A funcdo f(x) é chamada fungao deformadora. A expres-
sao @ nos da a relacao entre os potenciais no modelo
deformado e nio deformado. O potencial V admite solu-
¢oes,que sao obtidas pela relacao:

x(z) = fH(g()), (10)

em que f~! é a inversa da funcdo deformadora. Ainda
podemos ver que, para o caso de solugdes topoldgicas o
defeito deformado x(z) conecta minimos correspondentes
aos interligados pelas solugoes ¢(z) do modelo original
dados por ¥; = f~1(v;),i = 1,2,3...,n.

2.1. Propriedades do Método

Uma particularidade do método esta associada a defor-
macdo do modelo ¢* [21] dado por:

V(9) = 50— ¢ (1)

Se utilizarmos uma fungdo deformadora f(x) na obten-
¢do de um modelo deformado, a fungdo 1/f(x) também
ird gerar o mesmo modelo deformado. A prova desta
afirmativa pode ser verificada como segue: seja a funcéo
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deformadora f; = F(x), aplicada ao potencial , que
leva ao potencial deformado:

’ 1(1-F(x)?*)?

Vi(¢) = > 2 (12)

Considere agora a fungdo deformadora fo = 1/F(x),
também aplicada em , de forma que obtemos o novo
potencial deformado dado por:

o = (1) T

2 F(x) 2
_ 10-F()*»?
=3 m 13)
logo: ~ ~
Va(¢) = Vi(9), (14)

como queriamos demonstrar. Outro resultado interes-
sante versa sobre a relagao entre a derivada segunda do
potencial para o modelo original e o modelo deformado
calculada nos minimos. Fisicamente, o que estamos fa-
zendo é determinar a relagdo que existe entre a massa
quadratica do campo nos dois modelos. Seja o potencial
dado por @[), vamos deriva-lo em relacao a x duas vezes,
de modo que obtemos o resultado:

Ve 0) = Vol = 1)) = 2222 :f,£ 0D

6V(¢ = f(X)) ix 2V (¢ = f(X))fXXX

+ 4 - 3

x i
para os pontos de minimo ou estados de vacuo comuns
aos dois modelos temos que o potencial e sua derivada pri-

meira sdo nulos, V = V3 = 0, de modo que encontramos
o resultado final:

, (15)

Vi (X) = Voo (o = (X)), (16)

que mostra que a massa quadratica do campo, no mo-
delo original e no modelo deformado séo iguais quando
calculadas nos minimos comuns aos dois modelos.

2.2. Estados BPS no modelo deformado

Um método alternativo para investigar a presenca de
defeitos topoldgicos em modelos de campos escalares,
consiste em identificar as solugbes denominadas de BPS
(Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) [22}23]. As soluces
BPS sao definidas por dois estados de minima energia e
identificam os setores topoldgicos do modelo. O método
foi proposto por E.B. Bogomol'nyi em 1976, embora
em 1975 M.K. Prasad e C.M. Sommerfield j& tivessem
publicado um trabalho sobre o assunto. A idéia central
estd no fato de que para potenciais nao negativos, cujos
zeros sdo minimos globais, podemos escrever:

V(o) = W2, (1)
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onde a derivada de W em relacdo a ¢, representada por
Wy, e W(¢) sdo fungdes continuas do campo, sendo esta
ultima denominada superpotencial e estd associada a
descricao de setores bosdnicos reais em teorias supersi-
metricas [24-26]. Para o modelo ¢*, temos:

W)= 56" (15)

A equacdo de movimento para solugoes estaticas é dada
por: ,

d
As solucoes fisicamente aceitaveis sdo as de energia fi-
nita, as configuragbes de menor energia sdo as de maior
interesse para nossa descricao, logo o campo deve ser
escolhido de modo que a energia E'p seja minima, esta ul-
tima é também conhecida como energia de Bogomol'nyi,

dada por:
EB = [w dl‘%
= W(o(x = o0)) = W(d(x — —o0))
AW (20)

Para a condicdo de energia minima obtemos a equacao
de primeira ordem:

do

= £, (21)
que resolve a equagao . E o problema de resolver
uma equagao de segunda ordem se reduz a encontrar as
solugdes de duas equagoes de primeira ordem [27,28]. A
expressao é conhecida na literatura como equacao
de Bogomol'nyi. Outra vantagem desse método é que
podemos calcular as energias usando somente a fungdo
W (¢) por meio de seus limites assintdticos sem conhecer
as solucgoes. Iremos agora estabelecer a relagao entre os
estados BPS no modelo original e no modelo deformado.
Utilizando as equagoes @ e , considerando ainda
o= f(x),seV >0, podemos escrever para o potencial
do sistema deformado:

o 2
V(X) _ % <W¢(¢f_x f(X))> 7 (22)
00 = 5 (M), (23
por comparacao direta entre e obtemos:
WX(X) - M (24)

fx ’

que nos permite escrever as equagoes de primeira ordem:
dx _, W6 = 1(0)
dx Ix ’

nos possibilitando resolver as equagdes de movimento no
modelo deformado. A energia para o defeito deformado

(25)
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depende diretamente do tipo de deformacao introduzida,
uma vez que podemos mostrar, com a ajuda de , que
para os estados BPS temos:

[ra()
RICNCT

A densidade de energia no modelo deformado pode
entao ser escrita como:

- () () - (5 0 o

onde €(x) é a densidade de energia no modelo original.
Outro ponto importante é que para uma classe de fun-
¢oes deformadoras f(x) satisfazendo |f(x)| > 1(< 1), a
energia diminui(aumenta) de forma relativa a energia do
defeito nao deformado.

Epps =

2.3. Estabilidade dos defeitos deformados

O estudo da estabilidade para as solugdes BPS do modelo
deformado é analogo ao do modelo original, que pode
ser encontrado em [21}[29], de modo que obtemos para a
solucdo estatica do campo a equagao do tipo Schrodinger:

( & + U(a;)) 7 = Onf] (28)

da?
em que
N d2v
X"/ x=x(x)
O operador Hamiltoniano possui a forma:
d? ~
H:—ﬁ—f—U(ﬂc), (30)

que pode ser fatorado em H = S*S com S escrito em
termos do super-potencial nao deformado na forma:

Wo(o = f(x))
IR '

Uma vez que o Hamiltoniano pode ser fatorado o modelo
apresenta solugoes estaveis com os respectivos autovalores
reais positivos. O modo zero bosdnico deformado é dado
por:

5= L Wb = F(0) ~ fan

e (31)

o = Ae J Wx(0 g, (32)

onde A é uma constante de normalizacdo. Reescrevendo
esta ultima equacao em funcdo do modelo original, en-
contramos:

o = mesn | e o0 S00)

13 ’

em que 79 é o modo zero bosénico do modelo nao defor-
mado. Outra forma de escrever (33)) seria:

(33)

o = AW,, (34)
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que ainda pode ser posta na forma:

%:Awwﬁjﬂ”. (35)

Nas secoes seguintes iremos aplicar o Método de defor-
macao de forma geral dando destaque somente a obtencéo
dos potencias e suas solucoes, de modo a nao tornar a
leitura deste trabalho extensa e enfadonha.

3. Obtendo potenciais polinomiais

Vamos verificar que alguns potenciais conhecidos na lite-
ratura podem ser obtidos pela deformacio do modelo ¢?,
ver Figura 1, que tem solugoes estéticas ¢ = + tanh(z).

3.1. Deformando modelos com defeitos do tipo
kink

Aplicando a fungdo deformadora f(y) = 2x2 — 1, obte-
mos o potencial deformado ilustrado na Figura 2:

V00 = (-, (36)

conhecido como o potencial do modelo ¢, e que possui
os minimos ¥ = +1 e ¥ = 0. Aqui, as solugoes do modelo
deformado sado obtidas por meio da fungao deformadora
inversa

x(x) = £V (1+ ¢(2))/2, (37)

com ¢(z) = £ tanh(z),ou seja:
x(z) = £+/[1 £ tanh(z)] /2. (38)

Para obter as solucdes do modelo ¢® sem deformacéo
teriamos que resolver a equacgao diferencial:

d =

=Vl = a1 -1, (39)
V()

-l 0 I ¢

Figura 1: potencial do modelo ¢*.
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Figura 2: Potencial ¢° a esquerda e suas solucdes kinks (linha sélida) e anti-kinks (linha tracejada) a direita.

que e dada pela inversa da integral

_ d¢
jEI/x(l—XQ)’ (40)

o que ainda é exequivel, porém , para potenciais polino-
miais de grau mais elevado, geralmente isto é uma tarefa
muito ardua, ou infactivel, como por exemplo, para o
potencial do modelo ¢®:

V=080 -2, (41)

4. Obtendo potenciais do tipo
seno-Gordon

Vimos, anteriormente, o método de deformacao e suas
aplicagoes em modelos de potenciais polinomiais com
solugoes do tipo kink. Agora, iremos estudar as proprie-
dades de kinks em modelos de potenciais periédicos do
tipo seno-Gordon. O interesse nesse tipo de modelo reside
no fato do mesmo possuir intiimeras aplicagbes em Fisica
de altas energias, assim como em Matéria condensada.
Inicialmente, podemos estudar o modelo seno-Gordon
como resultado da deformacdo do modelo ¢* pela funcéo
deformadora do tipo:

f(x) = sen(ax), (42)
de onde obtemos:
Vix) = %COSQ(GX). (43)

O potencial dado por (43) é do tipo sine-Gordon, bem
conhecido na literatura, ele foi inicialmente estudado
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por Rubinstein em 1968 [30], algumas de suas aplicagdes
que se estendem desde sistemas com processamento de
sinal elétrico ou mecanico até cadeias moleculares em
sistemas biolégicos podem ser encontradas em [9}[10].
Os minimos do potencial sdo x = (2n + 1)7/2a, com n
inteiro positivo ou negativo(n = 0,+1,4+2,£3,...). As
solugoes que conectam os minimos do potencial, obtidas
pela funcao deformadora inversa de , sao dadas por:

1 2
x(z) = £ —arcsen(tanh(z)) + ? k = inteiro. (44)

4.1. Modelo duplo seno-Gordon

Vamos aplicar as fungdes deformadoras:

fi(x) = rtan(x), (45)

fal0) = tam (x — 2. (16)

onde r é um parametro real e positivo, note que fo
é igual a 1/f;. Utilizamos duas fungoes deformadoras
pois desejamos descrever um modelo com dois setores
topoldgicos distintos. O potencial deformado pode ser
escrito como:

Vi = et

onde para r > 0, exceto r = 1, obtemos modelos duplo
seno-Gordon [31], ver Figura 3.

O potencial foi utilizado por Batanouny et al [13]
em sistemas de Matéria Condensada, e algumas de suas
propriedades termodindmicas foram estudadas em [32].
Podemos ver que o parametro r controla a posicao dos

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 1, e20170402, 2019
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Figura 3: Potencial do modelo seno-Gordon (linha tracejada)
e potencial do modelo duplo seno-Gordon (linha sélida) para
r=1,1.

diferentes setores topoldgicos do modelo. Os minimos do
potencial sao dados por:
Xomin = 0 £ arctan(1/r), n = inteiro. (48)
Com este método pode-se gerar uma familia de novos
modelos do tipo seno-Gordon [33}[34].

5. Sistemas integraveis: Equacao KdV

O estudo de solugoes de energia localizada foi iniciado
por J. Scott Russel em 1834, quando este observou a
propagacao de um pulso de onda concentrado no canal
de Edinburgh-Glasgow, que se propagou por uma elevada
distdncia sem perder a forma original [35]. A Figura 4
ilustra o processo analogo de formagao de ondas solitarias
em um canal, também denominadas de solitons.

Em 1895 os matematicos D.J.Korteweg e G. de Vries
[36] propuseram uma equagio que descreve o fendmeno
observado por Russel. A equacao KdV é utilizada para
descrever a propagacao de um pulso de onda nao linear
em um meio material, como também é aplicada no estudo
de ondas na atmosfera, ondas fon-aciisticas em um plasma

e ondas de pressdao em misturas de liquido e gases [3742].

O estudo de solitons levou a um grande avanco na
construcdo das fibras 6ticas [43l|44], fazendo as perdas
de informacdo ao longo da fibra tornarem-se cada vez
menores, diminuindo a dispersao dos pulsos luminosos ao
longo da propagacao da onda, como ilustrado na Figura
5.

Matematicamente a equacao KAV pode ser expressa
como:

Ug + 6UlU; + Uggr = 0, (49)
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I SOLITON

Figura 4: Processo de geracio de ondas solitarias

frequéncia

Figura 5: Simulacdo nimerica do espectro de propagacdo de um
soliton em fibra 6tica. Créditos: Christophe Finot. Laboratoire
Interdisciplinaire CARNOT de Bourgogne, Solitons, Lasers and
Optical Communications Team.

onde:
(50)

A solucao tipo onda viajante pode ser escrita na forma:

u = 2k?senh?(kx — 4k3t) = gsenh2 (kx —ct),  (51)

em que ¢ = w/k = 4k? é a velocidade da onda. Considere
agora um sistema dindmico na varidvel u = u(x,t) = u(z)
descrito pela equacao diferencial:

sendo f(u) uma funcdo da varidvel dindmica u [19], temos
ainda que:
of

(f(w)e = 5 s (53)
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Para solucoes do tipo onda viajante u = u(kx — wt),
com z = kx — wt, obtemos as relagoes:

Up = —WU, € Uy = ku,, (54)

resultando na equagao:

w
Uy = = U (55)
A equagao torna-se:
- %u + (F())s + tgaz = O, (56)
colocando a derivada em x em evidéncia:
d
(- Zut )+ ) =0 (57)
Integrando obtemos:
U = 2 — f(u) + B, (58)

k

onde B é uma constante de integracdo, que pode ser
obtida das condigoes assintéticas. Podemos escrever a
equagcao na forma:
2

v _ dV(w) (59)

dz? du
A fungéo V(u) é conhecida como potencial associado, é
apenas uma ferramenta matematica, um fator de inte-
gracdo, nao tendo o significado de um potencial fisico de
interagdo. Agora, tomando um mapa inversivel com uma
funcéo deformadora do tipo:

u=g(v), (60)

~—

tal que:

27
dg(v)
dv
observamos que o modelo na varidvel dindmica v(x,t)
descrito por:

v + (f(0) + Vazz =0, (62)

para o qual o potencial associado possa ser obtido de
e satisfaz a realacdo:

av(v) @ - -
il fv)+ B, (63)

tem como solucao a onda viajante dada pelo mapa in-
verso:

v(z,t) = v(ke —dt) = g~ [u(kz — wt)]. (64)

Portanto, se a solugdo onda viajante do sistema é
conhecida, podemos obter através do mapa inverso a
solucao do sistema [19,120]. E um método simples
e direto para encontrar solugoes tipo onda viajente em
sistemas dindmicos integraveis nao-lineares, quando com-
parado aos demais métodos encontrados na literatura
como o método do espalhamento inverso [38], metédo
bilinear de Hirota [45], Representacdo de Lax [46], entre
outros.
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5.1. Aplicagao

Vamos obter a solugdo tipo onda viajante do sistema
descrito pela equagdo pKdV [19]:

ve +a(1 4 p)(1 4 2p)0Puy 4+ vgww =0, (65)

onde a e p sdo parametros reais e para a = p = 1 obtemos
a equacao KdV. Temos ainda que

f'(v) = a(1 +p)(1 + 2p)0'/?. (66)

Por integracao direta, conforme as equagdo (58)) e ,
obtemos:

_w y1, 3
T 7k;v ap(1l + 2p)v + B, (67)

onde f(v) = ap(l + 2p)v%+1, destacando que @ e a

constante de integracdo [ serdo obtidas posteriormente.
Partindo agora da equacao KdV, cuja solugdo tipo onda
viajante é dada por:

u = 2k%senh? (kx — 4k3t), (68)

em que w = 4k, conforme as equacdes e obte-
mos o resultado:

v w 9

em que utilizamos f’(u) = 6u, levando a f(u) = 3u®. O
valor de f é zero e o potencial associado para KdV [19)
possui a formas:

V(u) = 2k*u? — u®. (70)
Tomando o mapa:
u(kx — ot) = g [v(ke — &t] = av'/?, (71)

e utilizando as equagoes e obtemos o potencial
associado:

- VvV 1
V(v) = (9(’”))2 — 2k2p202 — apui T2, (72)
(dg(v))
dv
derivando em relacao a v e substituindo o valor da

derivada na equagao (67]) encontramos a igualdade de
polinémios:

Zv—ap(1+2p)oi ™ + B = 4k*%0 — ap(1+ 2p)oi
(73) 3
que leva a =0 e @ = 4k®p?. E o mapa inverso v =
g1 [u(kx — &t)] nos fornece a solucio:

2k>

p
v = (a) senh? (kz — 4k>p?t), (74)

para qualquer p real se a > 0.
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6. Obtendo modelos cosmolégicos
inflacionarios

O Modelo Cosmolégico Padrao explica com sucesso al-
gumas das principais propriedades observadas do nosso
Universo hoje, mas infelizmente ele ainda deixa muitos
problemas sem solugdo, como o processo de formacao de
estruturas em larga escala [47], ou seja, a formacdo de
estrelas, planetas, galaxias e etc, além das anisotropias
observadas pelo satélite WMAP (Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe) na Radiagao Césmica de Fundo em
Microondas.

Neste sentido, a tentativa mais viavel de solucionar
estes problemas ¢é apresentada no contexto da teoria de
inflagdo, onde um campo escalar, chamado de inflaton,
é responsavel pela evolugao do Universo primordial em
um perfodo muito curto de expansdo acelerada [1H4].
Na Figura 6 temos a ilustracdo das fases de expansdo
césmica do Universo tal qual o conhecemos.

Em particular, a escolha do potencial associado com
o inflaton é de grande interesse, uma vez que pode pro-
porcionar a correta dindmica para garantir o sucesso do
modelo [1]. Com base nisso torna-se necessirio a busca
por modelos com potenciais adequados que nos permitem
encaixar pardmetros com o limite dos dados observacio-
nais da Cosmologia [48]/49].

Utilizando o método de deformagao, vamos introduzir
um formalismo que permite fazer a correlacao entre duas
dindmicas de modelos inflacionarios sob o regime de slow-
roll [50H52], onde os pardmetros de inflagdo apresentam
uma relagao direta com o potencial do modelo que gera
a solucgao.

6.1. Consideragoes iniciais a respeito do regime
slow-roll

Vamos considerar a integral da acdo que descreve a di-
nimica de um campo escalar, x(x), acoplada a agdo de

Tempo Evento

Universo atual

Expansdo acelerada pela
13.700 milhGes de anos

Energia escura
Formacéo de estruturas: estrelas,
galéxias e etc T 5
200.000 anos F?"“asial? e dtomos de
_ e
3 min

Fim da fuséo nuclear
Radiagdo Césmica de Fundo em
Microondas
. _ em—
lus

formagédo de prétons
10‘355 Surgimento de defeitos topoldgicos
32
" _

0

Inicio da Inflagdo césmica

Flutuacdes quanticas
Big-Bang

Figura 6: Processo de expans3o do Universo.
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Einstein-Hilbert para gravitacao:

Sz/d4x\/jg (-izﬂc(X,X)), (75)

onde R é o escalar de curvatura, £(x, X) é a lagrangeana
do modelo, X = 0,x0"x/2 é o termo cinemético e x
representa o campo de inflagao.

Vamos considerar que o universo seja plano e utiliza-
remos a métrica de Friedmann-Robertson-Walker:

ds* = dt* — a®(t) (dz?* + dy? + dz?) | (76)

onde t é o tempo fisico, z, y and z sdo coordenadas
espaciais e a(t) é o fator de escala. A partir da ac¢do
e da metrica obtemos as equagdes de movimento:

H2:fp, e

a 1
3 p ——5(04'317)7 (77)

temos ainda que H = a/a, com a derivada do fator
de escala em relacdo ao tempo t. Se considerarmos a
dindmica padrao, descrita pela densidade de lagrangiana:

1
L= 50ux0"x — V(x), (78)

temos que a equacao de continuidade pode ser escrita
como:
X+3Hx+V, =0, (79)

o indice , representa a derivada em relacdo ao campo x.
A pressao e a densidade de energia sao dadas por:

1,
p=-x"-V. (80)

12
p=75x+ 5

2
Assim, podemos reescrever as Equagdes (77) como:

=12y o By (81)
3 3
Na aproximacao de slow-roll, isto é, quando V > x,
modelos de inflagdo que descrevem um universo primor-
dial com uma densidade de energia dominada pelo poten-
cial, V(x), sdo de grande interesse. De fato, nesta aproxi-
macao, o campo do inflaton ndo varia muito rapidamente
e podemos desprezar o termo cinético na Equagao (81)
para obter as equacoes de primeira ordem:
2

H? ~ gV(X), e 3HY +V, =~ 0. (82)

Estas equacoes nos mostram que a escolha do potencial
nos permite aplicar limites aos parametros inflacionarios.
O ntmero N de e-folds, é escrito como N = In(aena/a),
onde aenq € o fator de escala no final da inflagao, pode
ser obtido através da expressao:

te 9 1/2
a = ag exp / (3 V(X)> dt |, (83)
t;
. . tend
ou equivalentimente N = ft H dt.
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Além disso, os parametros do regime de slow-roll po-
dem ser encontrados em [53/54], e sdo dados por:

2
308"
4\V

Para estabelecer a condigdo de planicidade, as ex-
pressoes acima devem obedecer a restrigdo |e] << 1 e
|n| << 1. Portanto, podemos ver que todos os pardmetros
sao sensiveis a escolha do potencial.

_ EVXX

=57 (84)

6.2. Deformando modelos inflacionarios no
regime slow-roll

Inicialmente, consideramos que o inflaton tem sua diné-
mica descrita pela densidade de lagrangiana:

1
L= 50ux9"x — V(x), (85)

onde V() representa o potencial do campo x. A equagio
da continuidade nessa dindmica assume a forma:

py+3H{ =0, (86)
sabemos que
2

Elevando ao quadrado , nés obtemos uma util relagao
dada por:

6pX° = p. (88)

Vamos considerar agora uma outra dindmica para evolu-
¢ao do inflaton descrita pela densidade de lagrangiana

L= 10,000 - V(o). (39)

De forma similar aos resultados obtidos do modelo ante-
rior temos:

656% = 72 (90)
O ponto-chave desta descricdo é redefinir a dindmica
do campo através da relagdo:

x = f(9), (91)

onde f(¢) é chamada funcio deformadora. Como con-
sequéncia direta dessa defini¢do, podemos escrever:

P X
¢ 7, (92)
na qual fy = df /d¢. Usando (88)), e obtemos:
2 2
1
pTd’ = F (pX) . (93)
p o\ P x=1(¢)

Este resultado representa uma correspondéncia genérica
entre duas densidades de energia que descrevem dois
campos escalares dindmicos. Este é um método simples
de deformar a densidade de energia para dois fluidos no
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mesmo background, levando em consideracao que estes
fluidos tenham um tensor energia-momento conservado,
ou seja, desde que satisfagam uma equacao de continui-
dade.

A condig¢ao de slow-roll aplicada a equacao de movi-
mento do campo escalar nos permite reescrevé-lo como:

3Hy = —V,. (94)
Agora

6VX* =V, (95)
assim como o ~

6Vo* = V7, (96)
de modo que obtemos:

vz o1 [v2
¢ x=£(¢)

que representa uma correspondéncia direta entre dois
potenciais que descrevem a dindmica do inflaton, em uma
aproximagao slow-roll.

As solugdes do novo modelo sio obtidas de ¢ = f~1(x),
que é a funcao deformadora inversa, calculada com as
solugoes do modelo original. Uma implicagdo importante
deste método estd na possibilidade de obter uma descri-
¢ao analitica para solucoes de novos modelos de inflagao,
além de permitir analisar os pardmetros dessas solugoes,
desde que conhegamos os parametros para o modelo
inflacionario original, sem precisar recorrer as técnicas
numéricas, tornando o estudo das configuracoes de vacuo,
antes vistas como complicadas, mais acessiveis.

O limite da condic¢ao de slow-roll deixa de ser valido
para x2/2 = V(x), dependendo do potencial escolhido.
Temos ainda

Xend dX
tend — tini = T 98
" /X V2 %)

o que leva a teng —tini # tend —tini, desde que seja
uma relacao valida entre o potencial do modelo original
e o potencial do modelo deformado.

6.3. Aplicacao

Em um trabalho recente [55], partimos do modelo de
inflagdo cadtica [56-58], em que a dindmica do campo é
regida pelo potencial quadratico V(x) = Vpx?. Aplicando
o método de deformacdo podemos obter diretamente um
modelo de inflagdo eterna [59-61], descrito pelo potencial
V(¢) = Vo¢?, onde escolhemos p > 2, e utilizamos uma
funcao deformadora do tipo:

o Eagf%(p%)
16) = x = 4\/;0 oTh (99)

aplicada no potencial da inflagdo cadtica, por meio da
equacao . O comportamento de ambos os regimes de
inflacdo pode ser visto na Figura 7.
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34

V(¢)

0_1_'_ T T T T T T T T T T T T T T
0 0,5 1 1,5

Figura 7: Grafico do potencial do regime de inflacdo cadtica
(linha sélida) e o potencial da inflacdo eterna para p = 3 (linha
pontilhada), p = 4 (linha tracejada), e p = 5 (linha com traco-
ponto).

Uma vez que os potenciais sdo conhecidos, podemos
obter os pardmetros de slow-roll. Para o potencial original
temos € = 1 = Y~ 2. Aplicando o método de deformacio
obtemos estes pardmetros para o novo modelo deformado,
dados por:

»?
42

p(p—1)

T (100)

é= 0=
O final da inflagdo ocorre agora com uma escolha adicio-
nal de parametro p para o modelo deformado, enquanto
que para o modelo original apenas as condicbes para
0 campo sao necessarias. O nimero de e-fold pode ser
estimado nesse cenario como:

1
5 (Xgnd - Xi2ni)7

N = (101)

e para o modelo deformado temos o resultado dado por:

G _ Lo 2
N = 5( end ini)' (102)
Podemos observar que o caso para p = 4 deve ser anali-
zado separadamente. Para este valor de p escrevemos o
potencial como V(¢) = A\¢* e seguindo os procedimentos

anteriores, a fun¢do deformadora tem a forma:

o o Voln¢
flo)=x= \/?2~

Agora, os parametros do regime slow-roll sdo escritos
como:

(103)

F=— e fj=—. (104)
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Para este caso o nimero de e-fold é dado pelo mesmo
valor N quando p = 4. Utilizamos funcoes deformadoras
especiais apenas para ilustrar o procedimento, explorando
resultados bem estabelecidos na literatura. No entanto, se
tornarmos a escolha das fun¢oes deformadoras arbitrarias,
podemos gerar novos potenciais, expandindo a gama de
solugbes analiticas no regime de inflagao slow-roll.

7. Consideracgoes finais

Neste artigo, mostramos como o método de deformacéao
pode ser aplicado em varios cendrios na teoria de campos.
Alguns modelos de campos escalares, sejam aqueles des-
critos por potenciais polinomiais ou mesmo os que sao
regidos por um potencial periédico, favorecem a aplicagéo
do método, uma vez que apresentam equacoes diferen-
ciais de primeira ordem. Isso nao impoe uma restricao
ao método, pois podemos reduzir a ordem das equagoes
diferenciais de ordem superior as equagoes diferenciais de
primeira ordem, e obter solu¢oes analiticas de interesse fi-
sico. No caso de sistemas integraveis, o método mostra-se
eficaz no mapeamento de solugoes de equagoes diferencias
do tipo KdV, que descrevem o movimento de solitons,
sendo que neste contexto, utilizamos um potencial as-
sociado apenas como uma ferramenta matematica, um
fator integrante que permite determinar os parametros
dindmicos da solucao obtida pelo mapa inverso. Por fim,
mostramos que o método também pode ser aplicado na
construcao de modelos de inflacdo césmica do Universo
em regime de slow-roll, levando a resultados satisfato-
rios e consistentes na caracterizacao dos parametros de
inflacdo e no nimero de e-folds.

Os autores agradecem ao CNPq e CAPES pelo apoio.
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