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Este trabalho apresenta uma construcdo tedrica sobre a descricdo topologica da teoria dos monopolos
magnéticos. Partindo de uma introducéo aos conceitos fundamentais do formalismo das variedades diferencidveis
e dos fibrados vetoriais, tem-se como objetivo central elucidar o problema do monopolo abeliano de Wu-Yang,
demonstrando que essa formulacdo o interpreta como a nao trivialidade na descrigdo do campo eletromagnético
e a quantizacdo das cargas magnética e elétrica como fruto das propriedades geométricas do sistema monopolo.
Palavras-chave: Descricdo Topolégica, Monopolos Magnéticos, Variedades Diferencidveis, Fibrados Vetoriais,
Quantizacdo das Cargas.

This work presents a theoretical framework for the topological description of magnetic monopole theory.
Building upon an introduction to the fundamental concepts of differentiable manifolds and vector bundle
formalisms, the main objective is to elucidate the Wu-Yang abelian monopole problem. The study demonstrates
that this formulation interprets the monopole as a non-triviality in the description of the electromagnetic field,
and the quantization of magnetic and electric charges as a result of the geometric properties of the monopole
system.
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1. Introducgao

A formulacdo geométrica das teorias de calibre, cul-
minando na descricdo do monopolo magnético de Wu-
Yang, representa um dos mais belos encontros entre a
fisica tedrica e a matematica pura. Contudo, a apreensao
profunda desse formalismo esbarra em um obsticulo
pedagdgico crénico: a auséncia estrutural de disciplinas
como Anélise no R™ e de Topologia Geral nos curriculos
de graduagao em Fisica. Tradicionalmente, a formagcéao
fisico-matematica concentra-se no céalculo diferencial e
integral voltado & resolugao de problemas operacionais,
negligenciando o rigor topoldgico e analitico exigido
pelas teorias de campos modernas. Como resultado, o
estudante de pos-graduagao frequentemente se depara
com conceitos como fibrados, classes de homotopia e
variedades sem o alicerce tedrico necessario. Este artigo
busca oferecer uma transicao da fisica para a topologia.

A fim de garantir que o desenvolvimento do texto seja
acessivel mesmo aqueles que nédo tiveram contato prévio
com o rigor da teoria dos conjuntos e espagos abstratos,
recomenda-se fortemente a consulta ao Apéndice [A]
Nele, encontram-se sistematizados os conceitos funda-
mentais de topologia na reta, no plano e no espago,
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bem como as defini¢bes de conjuntos abertos, fechados e
bases. Esse material foi estruturado para servir como o
nivelamento necessario, permitindo que o leitor construa
a intuigdo geométrica indispensavel para compreender as
estruturas de fibrados e variedades que dao suporte a
descricdo moderna do monopolo magnético.

A teoria eletromagnética classica, conforme descrita
pelas equacgoes de Maxwell, apresenta como assimetria a
auséncia de cargas magnéticas:

VxB——J 18E
cot’

1 0B
VXE= T
onde E e B sao os campos elétrico e magnético, respecti-
vamente, p é a densidade de carga elétrica, ¢ a velocidade
da luz e J a densidade de corrente elétrica. Esse fato
motivou o trabalho de Dirac em 1931 [I], em que propos
a existéncia de cargas magnéticas na natureza a fim de
estabelecer uma simetria nas equagoes de Maxwell:

V- E = 47p;
(1)
V-B=0;

10E
V- E = 47p; VXB——J—F*af
Cc Cat (2)
4 10B
V.B=irp, VxE=_-Ty LB
c c Ot

onde p,,, é a densidade de carga magnética e J,, a den-
sidade de corrente magnética. Essas equagbes mostram
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uma simetria entre E e B, sendo invariantes sob a
substituicdo chamada transformacao de dualidade:

E — B,
B— —E,

J—=Jm, P pm; 3)
Jn — I, pm — —p.

O maior problema da modificacdo nas equagdes
estd em expressarmos o campo magnético como o rota-
cional de um potencial vetor. Podemos ver esse fato ao
expressar o divergente de B como uma integral em torno
de uma esfera que contém um monopolo magnético de
carga g:

/B~ds:/(VxA)-ds:47rg. (4)

Supondo que a integral de V x A pode ser calculada
sobre uma superficie esférica fechada, vamos avalii-la
primeiro sobre uma superficie esférica aberta, subtraindo
um pequeno circulo de raio d, conforme a Figura[l}

Tomando o limite 6 — 0 e usando o Teorema de
Stokes:

A -dl. (5)
6—0

/(VxA)~da=

Caso A seja livre de singularidades, o potencial vetor
aproxima-se de alguma constante a medida que 0 tende
a zero, fazendo a integral ser nula. Para que isso nao
ocorra, contradizendo a hipétese do monopolo, devemos
admitir a existéncia de singularidades em A. Assim,
qualquer superficie fechada em torno de um monopolo
magnético deve ter ao menos um ponto em que A é
singular tal que a integral de linha de A em torno da
singularidade dé 4wg quando 6 — 0. Se imaginarmos que
o monopolo magnético é circundado por uma sequéncia
de superficies esféricas concéntricas com raios cada vez
maiores, os pontos singulares nestas superficies formam
uma linha que se estende do monopolo ao infinito. Esta

X

Figura 1: Superficie esférica com uma abertura de raio § que
cerca um monopolo magnético g.
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Figura 2: Conjunto de singularidades ao longo de superficies
esféricas concéntricas com raios cada vez maiores.

linha de singularidades é chamada linha de Dirac do
monopolo [2]. Por exemplo, o potencial vetor dado por:

1+ cos(h) .

A——
rsen(6) e

(6)
produz, para 0 < 6 < m, o campo magnético do
monopolo através de V x A em coordenadas esféricas:

r
B =9r—3- (7)

O potencial vetor @ possui uma linha de singularidades
ao longo do semieixo positivo z, onde € = 0, conforme a
Figura 2]

A hipdtese de Dirac foi alicergada no grupo de calibre
do eletromagnetismo, U(1), em que hd a preservagdo
do moédulo ao quadrado da funcdo de onda de um
elétron imerso no campo magnético gerado por um
monopolo. Essa funcdo de onda adquire um fator de
fase proporcional ao potencial vetor associado ao campo
que, por sua vez, possui um conjunto de singularidades
conectadas pela chamada corda de Dirac do monopolo
magnético. Tal construgdo tedrica introduziu uma rela-
¢do intrinseca entre cargas elétricas e magnéticas, em
que uma condiciona a outra a quantizacao de cargas:

nh
7, (8)
onde e é a carga elétrica elementar, g a carga magnética
elementar, n um nimero inteiro e A é a constante de
Planck dividida por 27.

Anos depois, em 1975, Wu e Yang abordaram o
problema por uma perspectiva diferente, analisando o
fator de fase eletromagnética nao integravel, que néo
depende de quantidades como a energia do elétron [3],
e o efeito Aharonov-Bohm [4]. Eles perceberam que
a linha de Dirac do monopolo é definida sobre uma

€g =

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2026-0098



Resende e Sauter

\\4444444444444444444444444444)

€20260098-3

% ~

| €

Regido de sobreposi¢ao dos hemisférios.
Istoé, R"NR’.

Figura 3: llustracdo dos dois hemisférios divididos e levemente sobrepostos, em vermelho o hemisfério norte e em azul o hemisfério sul.

transformacdo de calibre, o que permite substituir a
parametrizacdo tradicional da regidao que envolve o
monopolo. Tal substituicdo estd fundamentada na ideia
de dividir o espago em dois hemisférios, norte (RY) e
sul (RS ), que sao levemente sobrepostos. A regido de
intersecgao, chamada regido equatorial, sera RN n RY.
Com efeito, toda a regido que circunda o monopolo esta
contida no espaco em que os dois hemisférios delimitam.
A Figura |§| ilustra a situacao.

Agora, é possivel parametrizar os dois hemisférios
separadamente, o que permite a construcao de dois
potenciais vetores, Ay e Ag, que sao livres de singu-
laridades em todo o dominio que estao definidos:

A AN:g%‘;f(Egg)))e¢,para0<€§g+§emRN;
AS:—gﬂ%&(g)))e(ﬁ, parag—§§0<7remRs.

)
Ambos os potenciais sdo bem definidos na regido de
interseccao RY N RY, além de existir uma transformacao
de calibre que os conectam:

Ag — Ag — %e(—@)v [4@)} — Ay, (10)

onde e é a carga elétrica, g a carga magnética e ¢ uma
fase arbitraria.

A partir do que foi apresentado, em particular as
equagoes @ e , é possivel resgatar a condigdo
de quantizacdo de Dirac para a carga elétrica. Vamos
considerar um caminho fechado [, na forma de um
laco, inteiramente contido na regidao de sobreposicao
dos hemisférios. Caso uma particula dotada de carga
elétrica, que inicialmente possui uma funcdo de onda
associada, passe ao longo desse lago, a lagrangiana
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responsavel por sua descrigao é
1 ., .
L= 5mF +er-A. (11)

De acordo com o termo de interagdo carga-monopolo
er - A, a funcdo de onda 11, inicialmente associada &
carga elétrica, adquire o seguinte fator de fase:

e/dti'-A:e/dr~A:S, (12)

que equivale a contribuicdo da interacdo para a agao
de uma particula inserida no campo do monopolo [5].
A transformacéo da fun¢do de onda é dada por ¥ —
Y = 1e"5/" de modo que a amplitude fisica 4| = |¢/1]
permanece invariante.

Como o potencial vetor A assume formas distin-
tas em cada hemisfério, o efeito da interagdo carga-
monopolo manifesta-se de maneira particular em cada
regido. Contudo, a variagdo da agdo para uma carga que
percorre uma trajetéria fechada envolvendo o monopolo,
associada a equacao , nao deve alterar os observaveis
fisicos do sistema. Pela Lei de Gauss e pelo Teorema da
Divergéncia, essa variacao é expressa por:

AS=c¢ B-ds=e/(V~B)d3r=4ﬂ'eg. (13)
S2 \%4
No formalismo da mecénica quéntica, a unicidade da
funcdo de onda exige que a fase seja invariante sob
uma rotagdo completa, o que impoe que a variagao da
acao seja um multiplo inteiro de 27wh. Dessa forma, a
condicdo AS = 2mnh conduz diretamente a relacdo de
quantizacao de Dirac:
nh

eg= - (14)
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2. Variedades Diferenciaveis e Fibrados
Vetoriais

2.1. Variedades diferenciaveis

Podemos pensar de forma intuitiva que uma variedade n-
dimensional se trata de um “espaco” M que, localmente,
pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com
abertos no R™. Portanto, os pontos de M sdo parame-
trizados, de formas nao univocas, por coordenadas x*
(v = 1,2,3,...,n) que, conjuntamente, lhes associam
a pontos em determinados abertos do R™. Porém, nem
sempre é possivel encontrar coordenadas para todos os
pontos de M ao mesmo tempo, com efeito, as fungdes
coordenadas sdo definidas apenas em subconjuntos de
M. Assim, quando os mesmos pontos de M sdo para-
metrizados e descritos em termos de diferentes sistemas
de coordenadas locais, x* e x¥, é possivel expressar as
fungoes z# em termos das fungdes x” e, reciprocamente,
as fungoes ¥ em termos das fungdes x#, ambos os casos
de maneira diferencidvel [6].

Definicdo 2.1. Seja M um conjunto, uma carta n-
dimensional de M é uma tripla C' = (U, z, U) consistindo
de:

i) Um subconjunto U de M;
ii) Um subconjunto aberto U de R";
iii) Uma bije¢do z.

Definigdo 2.2. Duas cartas C' = (U,z,U) e C =
(U',2',U") de M sdo ditas compativeis se U N U’ = (.
Caso U NU' # (), precisamos que:

tox i x(UNU) — 2/ (UNT),
rox' 2 (UNU) — 2(UNU"),

1 1

sejam diferencidveis. Essas aplicagoes, 2’ oz~ e xoz' ™1,
sao chamadas funcbes de transi¢do entre duas cartas.

Defini¢ao 2.3. Uma colegdo A = {Cy|a € N} de M ¢é
chamado atlas de M caso os dominios de U, recobrem
M e quaisquer duas cartas de A sdo compativeis.

Definicao 2.4. Uma variedade diferencidvel n-
dimensional é um conjunto M munido de uma estrutura
diferencidvel de cartas n-dimensionais.

Vamos explorar um exemplo simples de variedade,
mas que ao mesmo tempo, possui uma importancia
extremamente significativa para o caso do monopolo
magnético, como serd visto depois. Com efeito, come-
cemos com a hiperesfera unitaria n-dimensional, dada
por

S ={uec R":|u*=1}, (15)

onde wu representa o raio da hiperesfera. Para uma
parametrizacdo completa da regido que a hiperesfera
delimita, é necessario um atlas com, pelo menos, duas
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cartas. O que possibilita dividir a hiperesfera em dois
hemisférios, norte e sul. Assim, seja o atlas A = {C1,Cs2}
cujas as cartas que o compoe sao dadas por:

Cl = (Sn/{PN},.’EpN,Rn); CQ = (Sn/{PS},(Eps,Rn),

(16)
onde PN = (0,...,0,+1) designa o polo norte e PS =
(0,...,0,—1) designa o polo sul da hiperesfera, enquanto

TpN € Tps sdo bijecdes que designam as projecgoes
estereograficas, respectivamente, do polo norte e do polo
sul sobre o hiperplano equatorial, explicitamente dadas
por

Uy Uy,

i TPSu , com 1< py<n.

(17)
Assim, a partir do atlas A = {C}, C2}, podemos analisar
localmente a regiao que uma hiperesfera delimita, como
se essa regiao fosse euclidiana. Para ilustrar como isso
ocorre, vamos considerar o caso particular do circulo S!
para o espaco R1.

Usando o fato que o circulo S é um subespaco de R?,
podemos parametrizé-lo por duas coordenadas (1, z2) :
St = {(x1,72) € R? : 22 + 23 = 1}. Além disso, vamos
chamar o ponto PN = (0,1) de polo norte e o ponto
PS = (0,—1) de polo sul. Agora, podemos introduzir os
dois subconjuntos abertos de coordenadas em R?, Uy e
Ug, simplesmente excluindo do primeiro conjunto o polo
sul e do segundo conjunto o polo norte: Uy = S /{PS} e
Us = SY/{PN}. Além disso, definimos as duas bijegoes
responsaveis pela projecao estereografica dos polos norte
e sul, respectivamente, como:

TPNu =

1- Un41 B 1+ Un41

¢N : UN — Rl, onde ¢N($1,I2) = 1 fl 5
U Rl d X1 2 (18)
: — =
¢S S , onae ¢S($1,Z‘2) ]_+ZL'2,

que sao as coordenadas locais e euclidianas para um
ponto (x1,73) € S1. Ou seja, acabamos de montar as
seguintes cartas:

Cy = (Un,¢n,RY) e Oy = (Us, ds, RY). (19)

A ilustracdo do circulo S* e das projecdes estereograficas
na reta R! através das cartas C; e Ch, estd presente na
Figura[4 a seguir.

Agora, podemos introduzir uma coordenada local y na
reta R! a fim de escrevermos as transformacoes inversas
e continuas qb;\,l e gbgl, explicitamente dadas por:

- _ 2y 1y
oy ' R' — Uy, onde ¢y'(y) = (Hygvag> ;

- _ 2y yr—1
¢s' iR — Us, onde ¢g'(y) = (Hy27y2_|_1>
(20)

E possivel notar que o conjunto que designa a regiao
de intersecgao dos conjuntos Uy e Ug é todo o circulo
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Figura 4: Representac3o de como as cartas C; e C; fazem o mapeamento do circulo unitario S* na reta R*.

unitario a menos dos polos norte e sul. Isto é, Uy NUg =
S1/{PN, PS}, onde nessa regiao de sobreposi¢io temos
a igualdade entre as transformacoes ¢n(Uny N Ug) =
¢s(Uny N Ug) = RY/{0}. Além disso, as funcdes de
transicao ¢g o qb]_vl e pyoO (bgl, responsaveis por conectar
as cartas C7 e Cy, sdo dadas por:

b5 0o = by odg! = é (21)

2.1.1. Homeomorfismo, homotopia e homotopia
de grupos

Sejam X e Y duas variedades topoldgicas distintas,
podemos classificar as relagoes entre esses dois espagos
de acordo com suas propriedades. Por exemplo, caso os
dois espacos tenham a mesma nogao de continuidade,
dizemos que existe uma fung¢do injetora ¢ : X — Y
continua e com inversa ¢! : Y — X também continua,
isto é, uma bije¢do. Com efeito, tais espagos sdo ditos ho-
meomorfos entre si, onde ¢ é chamado homeomorfismo.
Uma das principais consequéncias do homeomorfismo é a
propriedade de transitividade: caso X seja homeomorfo
a Y e Y seja homeomorfo a outra variedade T, dizemos
que X é homeomorfo a 7. Portanto, podemos dividir
todas variedades topoldgicas em classes de equivaléncia.

A nocao de homeomorfismo apresentada na secéo
anterior nos leva a necessidade de entender sobre as
classes de equivaléncia, em particular, na maneira que
podemos dividir e classificar os espagos topoldgicos a
partir delas. Com isso, serd possivel determinar se duas
variedades topoldgicas sao equivalentes ou nao.

Vamos considerar uma aplicacdo continua da varie-
dade X para a variedade Y, denotada por ¢; : X — Y.
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Caso exista um outro mapa continuo ¢ : X — Y e seja
possivel estabelecer uma transi¢do continua entre ¢; e
¢9 — isto é, transformar uma aplicacdo na outra de forma
suave e sem introduzir singularidades topologicas —,
dizemos que o mapa ¢; é homotdpico ao mapa ¢o,
denotado por ¢; ~ ¢o. Formalmente, essa deformacéao
continua é traduzida pela existéncia de uma familia de
funcgoes continuas f(z,t) parametrizada sobre o produto
cartesiano X x [0, 1]:

f: X x][0,1], (22)
onde f(z,0) = ¢1(z) e f(x,1) = ¢a(z). Com isso,
quando o pardmetro t € [0, 1] varia de 0 até 1, o mapa
¢1(x) é deformado no mapa ¢o(x). A familia de fungoes
f(z,t) é chamada homotopia, e divide o espago das
funcgdes continuas de X para Y através das classes de
equivaléncia.

Como ilustragido pratica desse formalismo, considere
o caso de aplicagoes reais definidas no intervalo X =
[0, 27]. Podemos construir uma homotopia linear entre
uma funcio inicial ¢1(z) = sen(z) e diferentes fungoes
alvo ¢o(x) através da familia:

f(z,t) = (1 —t)sen(z) + toa(x). (23)

Abaixo, descrevem-se trés transformagoes fundamentais
governadas pela evolucdo do parametro t:

e Seno em Reta: Ao definirmos ¢a(r) =0
(ou qualquer funcdo linear), a homotopia
f(z,t) = (1 —t)sen(x) descreve a atenuagdo

continua da amplitude da onda até que esta
coincida com o eixo das abscissas em t = 1.
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e Seno em Paribola: Tomando ¢o(z) = ar?® +
br + ¢, o mapa intermedidrio exibe a transicao
estrutural onde as oscilagoes senoidais sao gradual-
mente suprimidas enquanto a curvatura parabdlica
é incorporada a geometria da funcéo.

e Seno em Cosseno: Para ¢s(z) = cos(z), a
aplicagdo f(z,t) = (1 —t)sen(x) + t cos(z) repre-
senta a transicdo entre as duas fases. Alternati-
vamente, essa deformacdo pode ser interpretada
como um deslocamento de fase continuo, expresso
por g(x,t) = sen (m + gt), evidenciando que di-
ferentes construgoes analiticas podem pertencer a
mesma classe de homotopia.

Esses exemplos reiteram que, enquanto nao houver o
surgimento de descontinuidades ou singularidades que
fragmentem o dominio, as aplicagdes permanecem homo-
topicamente equivalentes, permitindo a livre deformagéo
entre si no espaco das fungoes continuas.

Definicao 2.5. Duas fung¢bes continuas ¢; : X — Y
e ¢ : X — Y sado ditas homotopicas se existe uma
familia de fungdes continuas F : X x [0,1] — Y,
chamada homotopia, tal que:

F(QT,O) = (bl
F(‘Tvl) = 2

A partir da nocdo de homotopia, podemos introduzir
as classes de homotopia, que sdo as “categorias” que
agrupam todas as funcgbes homotdpicas entre si. Elas
descrevem modos essencialmente distintos de mapear um
espaco X em Y, onde “distintos” significa que nado ha
deformacao continua entre eles.

Ve e X,

24
Vo e X. (24)

Definigcao 2.6. Uma classe de homotopia é uma classe
de equivaléncia de mapas continuos sob a relacdo de
homotopia:

[f1={9 € C(X,Y)|g ~ f}, (25)

onde C(X,Y) denota o conjunto de todas as fungoes
continuas de X para Y.

Definicdo 2.7. O conjuntos de todas as classes de
homotopia serd denotado como:

(X, Y] =A{[flf: X — Y} (26)

A classificagdo dos espagos topoldgicos é tida através
de comparagoes homotdpicas entre espacos Y e um
mesmo espaco de referéncia X. Dizemos que dois espagos
topologicos, X e Y, sdo homotopicamente equivalentes,
quando existem duas aplicagbes continuas f e g que
satisfazem:

f: X —Y;
g:Y — X;
fog~lIy;
go f~Ix.
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Onde Iy e Ix sao as identidades dos espacos Y e X,
respectivamente. Com isso, as classes de equivaléncia
também revelam a estrutura de grupo dos espacos em
questéo [6].

Um caso extremamente importante para o estudo
topolégico dos monopolos magnéticos, é a homotopia
entre o espago R” sem a origem, X = R"/{0}, e a
hiperesfera Y = S"~! isto ¢, R"/{0} ~ S"~!. Para
provar essa homotopia, vamos considerar os seguintes
dois mapas:

. x
P — T =—;
|z
s — A{x, x|} / |z = 1.
(28)

fiRT{0) — 5"

g:8"" — R"/{0}

Com isso, existe uma familia de aplicagoes continuas
F(xz,t) : X x [0,1] — Y na forma:

Fla,t) = (1— b+ =

=L com t € [0,1], (29)
x

onde

F(z,0)=z; F(z,1) = % (30)

Assim, podemos observar que:

x
gof:mwfxefogzxwfy, (31)

0 que completa nossa prova.

2.2. Monopolo abeliano de Wu-Yang sob a
perspectiva das variedades diferenciaveis

Na teoria dos monopolos magnéticos, proposta por
Wu e Yang (1975-76), reformula-se a interpretacao do
campo eletromagnético sob a Otica matematica. Essa
abordagem estd alicercada na topologia do campo,
tratado como uma variedade diferencidvel, associando
propriedades fisicas a invariantes topologicos do sistema.
Um exemplo central é a homotopia entre a esfera S™!
e o espago R"/{0}, a qual fundamenta a quantizagao
topolégica da carga magnética.

Essa estrutura topoldégica se manifesta no espaco
parametrizado como uma esfera ao redor do monopolo,
que é divido nos hemisférios norte e sul, cada um
dotado de um potencial vetor distinto: AN ¢ A®. Na
regido equatorial (encontro dos hemisférios), descrita
pela circunferéncia S', ha uma transformacao de calibre
que conecta os potenciais vetores: AN = AY + VA(9).
Para uma particula dotada de carga que circula o lago
equatorial S, h4 a inducio de um fator de fase ndo
integravel e(*A(®)/M em sua funcio de onda, que é
reflexo da acdo quantica e(*5/™ e garante a invaridncia
da lagrangiana de interagdo (equagdo )

A conciliagdo entre a fisica e a topologia do sistema
completa-se no mapeamento g(¢) = M/ que
define uma homotopia de mapas S* — U(1). O ntimero
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de enrolamento k € Z, que classifica tanto o grupo
de homotopia 71 (U(1)) quanto as classes de homotopia
Sl — U(1), quantiza o fluxo magnético através da
esfera S2. Assim, a lei de Gauss aplicada a esfera
recupera a quantizacdo de Dirac eg = kh/2, onde ha
uma assimilagao da carga magnética como um invariante
topoldgico provindo da geometria global do espaco.

Um dos principais aspectos na teoria dos monopolos
é a origem matematica distinta dos campos vetoriais
radiais que descrevem o campo elétrico associado a
uma carga elétrica e o campo magnético associado a
um monopolo magnético. Embora ambos os campos
permeiem o mesmo dominio espacial R3/{0}, a estrutura
topoldgica desse dominio impoe restrigoes fundamentais
e distintas a cada sistema:

e O campo elétrico E associado a uma carga elétrica
pontual é conservativo e deriva de um potencial
escalar global, E = —VU. Como o dominio R?/{0}
é simplesmente conexo, a integral de linha de E ao
longo de qualquer caminho fechado que contorne
a origem ¢é identicamente nula. A singularidade na
origem dita o fluxo elétrico através de superficies
fechadas (Lei de Gauss), mas ndo impede que tanto
o campo quanto o seu potencial sejam definidos de
forma continua e global em todo o dominio externo
a carga;

e O campo magnético B associado a um monopolo
magnético deve satisfazer a condigdo B =V x A.
A distincao topoldgica reside no fato de que o fluxo
magnético através de qualquer superficie fechada
que envolva a origem (como uma esfera S?2) é
nao-nulo. Devido a isso, torna-se matematicamente
impossivel definir um tnico potencial vetor A que
seja continuo e global em todo o dominio.

Como consequéncia direta dessa distin¢ao topoldgica,
a formulacdo do monopolo exige uma abordagem geomé-
trica por partes. E por isso que, no caso do monopolo,
torna-se necessario dividir o espago em hemisférios e
definir potenciais vetores locais que governam separa-
damente o norte e o sul: Ay e Ag (atlas de duas cartas
que parametriza a esfera S2). A regido de sobreposicio
equatorial equivale ao lago que circula a singularidade
do dominio R?/{0}. Além disso, também nessa regido, os
potenciais vetores relacionam-se por uma transformagéao
de calibre:

Ag — Ag — %e(@)v [e(@)] — Ay, (32)
lembrando que e é a carga elétrica, g a carga magnética
e ¢ uma fase arbitraria e para os potencias vetores temos
a mesma relagao da equagao (@

Para uma particula de carga e que cruza o equador,
ha o acréscimo de um fator de fase nio integravel em
sua funcao de onda:

—2ieg¢)

N = e (33)
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Esse fator, que corresponde & fase quantica e(#5/h)
associada a acao S da particula, garante a invaridncia
da lagrangiana sob transi¢coes entre hemisférios. E aqui

que reside a ponte com a topologia, pois a funcao
—2ieg¢
h

de transicao g(¢) = ol ) define um mapeamento
continuo do equador S* (lago de sobreposi¢do) no grupo
de calibre U(1):

2ieg

g: 8t — UQ); g(¢) =0T ocen | (34)

onde k € 7Z chama-se nimero de enrolamento, sendo
expresso analiticamente por:

1 _1dg

k= g~ —=do. (35)

B 21 St

Topologicamente, a aplicacio e*(*?+9) & responsével por
mapear o circulo do espaco no espaco do grupo gerando
uma classe de homotopia para diferentes valores de ¢
enquanto k estd fixo num nimero inteiro. Com isso, k
nos diz quantas vezes o espaco do grupo é recoberto e
é responséavel por caracterizar a classe de homotopia em
questdo, conforme ilustra a Figura

Fisicamente, o ntimero de enrolamento k quantiza o
fluxo magnético através da esfera S2. Para demonstrar
essa relagdo de forma explicita, aplicamos o Teorema
de Stokes separadamente nos hemisférios norte (Hy) e
sul (Hg), cujas fronteiras coincidem com o equador S*,
porém com orientacoes opostas:

o= SzB-da://H (VXAN)-da—i—//H (VxAg)-da.
" : (36)

Espago Espago de Fase

k voltas

PN

9(¢) = eiko+0)
=0 _ > A
keZ

Equador (S ot
Equador (S7) (1 volta) Grupo de Calibre U(1) (k voltas)

Figura 5: Representacdo topoldgica do mapeamento definido
pela funcdo de transicio g : S' — U(1). O circulo espacial (a
esquerda) representa o equador fisico onde ocorre a sobreposicdo
das cartas, enquanto o esquema a direita ilustra o espaco de
fases do grupo de calibre. O invariante topolégico k (ndmero
de enrolamento) determina a multiplicidade do mapeamento,
indicando que a fase quéntica realiza k revoluces completas no
espaco do grupo para cada volta tnica no espaco fisico. Vari-
acdes continuas no pardmetro ¢ produzem deformacdes suaves
que n3o alteram k, garantindo que as diferentes configuracGes
da funcdo de onda permanecam restritas a mesma classe de
homotopia.
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Pelo Teorema de Stokes, as integrais de superficie
transformam-se em integrais de linha ao longo do equa-
dor comum S!:

o= Ay -dl— Ag-dlzj{ (Ay—Ag)-dl. (37)
St 51 st

Utilizando a relagao de calibre definida na equagao ,

Ay—Ag = —%g_1Vg, e substituindo a forma explicita

da funcdo de transicio g(¢) = e*(*¢*+9) obtemos:

il _,dg ih %™ 2mhk

g dfbd = 6/0 (ik)do = P

(38)

Como o fluxo magnético total de um monopolo é dado

por ® = 4mwg, a igualdade resulta em 4mwg = 2”ehk, 0

que nos permite recuperar a condi¢ao de quantizagao de
Dirac:

b =

& St

_kh

5 (39)

€g

A equivaléncia homotépica entre o espago fisico

R3/{0} e a esfera S? (equacdo (31])) completa a topologia
global do monopolo:

R3/{0} ~ S (40)

Essa equivaléncia surge porque podemos deformar con-
tinuamente o espaco R3/{0} em S? via normalizacio
radial:

|~

r — —, 7eR3/{0}. (41)

=

Além disso, a funcao de transicao g(¢) atua no equador
S c 82, e a homotopia do mapa S* — U(1) torna-se o
mecanismo para quantizar a carga magnética como um
invariante topolégico.

A descrigao topolédgica do monopolo magnético revela
que a quantizagdo da carga surge em virtude das res-
tricdes geométricas globais do sistema, nao de detalhes
dindmicos. A impossibilidade de definir um potencial
vetor tinico em R3/{0} exige a introdugdo de uma fungio
de transi¢do g(¢) = e!(k9+9) que conecta, no equador,
os dois potencias vetores responsaveis pelos hemisférios
norte e sul. Além disso, o ntimero de enrolamento
k — determinado pelo mapa S! — U(1) — impoe
diretamente a quantizacdo eg = kh/2. Essa abordagem
unifica a fase quéntica e*5/" & geometria do espaco,
mostrando que propriedades fisicas podem emergir dos
invariantes topologicos do sistema.

2.3. Fibrados vetoriais

Na secao anterior, estabelecemos o formalismo das
variedades diferencidveis como o “palco” fundamental
para a descricdo geométrica da fisica. Definimos uma
variedade M como um espago que, embora potencial-
mente complexo em sua topologia global, é localmente
indistinguivel do espagco euclidiano R™. Essa propriedade
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nos permite usar as ferramentas familiares do céalculo
diferencial em cada carta local. A estrutura global é
mantida coesa por um atlas, uma colecdo de cartas
cujas fungoes de transicdo suaves garantem a consis-
téncia da estrutura diferencial em todas as regioes de
sobreposicao.

Com o palco (M) definido, nossa atengio se volta
agora para os “atores”: os campos fisicos. Um campo es-
calar simples, como um campo de temperatura, pode ser
adequadamente descrito por uma funcdo f: M — R,
que simplesmente associa um nimero real a cada ponto
da variedade. No entanto, na teoria quantica de campos
(TQC), em especial as teorias de calibre, é necessario um
refinamento na descricdo dos campos. Por exemplo, seja
a fun¢do de onda v associada a um elétron. O valor de
¥ em um ponto m do espago-tempo (M) nao é apenas
um ndimero, mas sim um vetor em um espago de graus
de liberdade interno, cuja fase representa a simetria de
calibre U(1).

A estrutura da variedade M por si s6 ndo fornece um
lugar para os graus de liberdade internos. Precisamos,
portanto, de uma nova estrutura matematica que gene-
ralize a ideia de fungdo para os campos com estrutura
mais sofisticada, um espaco que, de forma consistente,
anexa um espaco vetorial de estados internos (uma
fibra V) a cada ponto m da variedade base M. E para
formalizar essa necessidade que introduzimos o conceito
de fibrado vetorial. Como veremos, a topologia global
desses fibrados, codificada em suas préprias fungoes de
transicdo, nos permite entender a origem da quantizagao
de carga.

Definigao 2.8. Sejam F e M dois conjuntos, 7 : £ —
M uma aplicagdo sobrejetora e ¥V um espago vetorial
(sobre R ou C) de dimenséo finita. Existem as seguintes
relagdes entre essa quadrupla de objetos:

1. Uma carta de fibrado vetorial, que chamaremos
simplesmente de carta fv, de E sobre M (relativa
a ) é uma quddrupla C' = (U, ®,z,U) consistindo
de:

i) Um subconjunto U de M;
ii) Um subconjunto U de R™;
iii) Uma bijegdo

z:U—U

m—s x(m) = (z'(m), ...
iv) Uma bijecio

d: 7 Y(U) — U xE
e— ®(e) = (z(m(e)), P2(e)),
onde 5 = pryo®, pois para quaisquer dois
conjuntos A X Aa, pr; e pry sdo as projecoes

candnicas do produto cartesiano A; X Ag
sobre os respectivos fatores A1 e As.
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A bijecao é o que diferencia a carta fv da carta vista
anteriormente (Defini¢ao [2.1)). Ela ¢ responsével
por caracterizar o produto cartesiano simples num
pedaco do fibrado, chamado pedaco trivial. Pode-
mos destrinchar a trivializacao local como segue:

« Seu dominio é 77 1(U), que é todo o pedaco
do fibrado que estd “acima” do subconjunto
U da base;

« Seu contradominio é o produto cartesiano U x
V, que é o pedaco trivial do fibrado analisado;

e & é a bijecio que pega o pedago (poten-
cialmente torcido) 7=*(U) do fibrado e o
“desentorta”, mapeando-o de forma um-para-
um no produto cartesiano UxV.

Portanto, uma carta fv permite tratarmos local-
mente o fibrado como se fosse um simples produto
de coordenadas da base U (vindas de z) e coorde-
nadas da fibra V (vindas de ®).

2. Duas cartas fv C = (U, ®,z2,U) e C =
(U',®,2',U") de E sobre M sio ditas compativeis,
se na regiao de sobreposicdo, a passagem de um
sistema de coordenadas para o outro for suave
(diferencidvel). Isto é,

z(UNU") — 2'(UNU"),
ZUNU) — z(UNU"),

x/ o:L'71
To .13,_1

sao diferenciaveis. Ja a compatibilidade nas fibras
ocorre com as aplicagoes:

(@ 0d7 1) (2,0) = ((z 0™ !)(2), Tor,0(2) - e)
paraz € z(UNU’') e e€V,
(

(Po®h)(<,eh) = ((x 02" ) (), Taa () &)
para 2’ € z(UNU’') e € €V,

onde z é um ponto de 2(UNU’) € U, e é um vetor
na fibra modelo V, (z/ o z71)(z) é a componente
que diz como as coordenadas da base mudam.

A componente ¢/ ¢(2) - € diz que a mudanga de
coordenadas na fibra ndo é uma funcao qualquer,
para um ponto z fixo na base, a transformacao na
fibra deve ser uma transformacao linear 74/ ¢(%)
aplicada ao vetor e. Com efeito, escrevemos:

c2(UNU') — GL(V), (42)

Tq;./,@(z)
N (UNU) — GL(V),  (43)

Tq>’<1>/(z ) T

em que GL(V) é o grupo linear de V, isto é, o
grupo de todas as aplicagoes lineares inversiveis de
Y em V. Além disso, T sdo chamadas as fungoes de
transicdo entre as duas cartas fv e assumem valores
matriciais quando fixamos uma base de V.

As fungoes de transicdo 7 sao as transformagoes de
calibre da teoria. No eletromagnetismo, que é o nosso
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caso, o grupo estrutural é o GL(1,C) que é isomérfico
a U(1l) para transformacdes que preservam a norma.
Especificamente, a fungdo de transicdo 7 é a funcdo
e(@) que relaciona as fases da onda em diferentes
calibres (diferentes trivializagoes locais). A exigéncia de
que seja uma aplicacdo diferencidvel que associa um
ponto da base a uma transformacao linear na fibra é a
formalizacdo matematica do conceito de uma simetria
de calibre local. Portanto, a Definigao em sua
totalidade, estabelece a estrutura geométrica onde a base
é 0 espaco-tempo e a “torcao” entre diferentes descrigoes
locais (cartas fv) é governada pelas transformagoes de
calibre (as fungdes de transicdo).

Defini¢do 2.9. Um fibrado vetorial (real ou complexo)
de posto r trata-se de uma quadrupla onde E e M sao
conjuntos, m : E — M ¢é uma aplicacdo sobrejetora
e V é um espaco vetorial r-dimensional (sobre R ou C)
munido de uma estrutura fv.
Para os fibrados vetoriais,
nomenclaturas dos seus entes:

usaremos as seguintes

e F é o espago total;

e M é o espaco base;

e T é a projecao;

e )V é a fibra tipica ou espago modelo.

Podemos pensar que um fibrado vetorial F de posto
r sobre uma variedade M trata-se de uma associagao de
cada ponto m de M a um espaco vetorial r-dimensional
E,, (isomorfo a V), tal que E,, depende diferenciavel-
mente de m, permitindo definir o “espaco” E como sendo
a uniao disjunta de todos os espagos vetoriais F,,

E= U Eyp. (44)

Essa decomposicao pode ser vista como uma folheagao
regular de F por espacos vetoriais FE,, mergulhados
em F como subvariedades e todos isomorfos ao espaco
modelo V, sendo que para todo ponto m de M, podemos
escolher uma trivializagdo admissivel ® : 7= 1(U) —
U x V de F sobre uma vizinhanca aberta em torno de
m € U C M cuja restricdo a fibra E,, proporciona um
isomorfismo linear &5 — V [6].

Definigao 2.10. Seja F um fibrado vetorial sobre uma
variedade M com projecdo w : E — N e fibra tipica V.
Uma secdo de E é uma aplicacdo ¢ : M — FE que
satisfaz m o ¢ = idyy, ou seja,

o(m) € E,, para m € M. (45)

Podemos interpretar como uma fungdo cujo dominio
sdo pontos m do espago-base M e a sua imagem sdo
pontos ¢(m) numa regido F,, do espago total E. Além
disso, a condicao m o ¢ = ids nos diz que se pegarmos
um ponto m € M, aplicarmos ¢ e depois aplicarmos
a projecdo m, devemos obter o mesmo ponto m de
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onde partimos. Portanto, a secdo ¢ é uma aplicagdo
que associa a cada ponto m do espago-base um tnico
vetor pertencente a fibra correspondente E,, = 71 (m).
Essa condigdo assegura que a secao selecione apenas
elementos do fibrado que sejam projetados exatamente
sobre o ponto de origem m.

A distingdo entre a trivialidade e a nao trivialidade
de um fibrado é fundamental para a compreensao da
topologia global de um sistema fisico. Um fibrado ve-
torial é dito trivial quando o seu espaco total E ¢
globalmente equivalente ao produto cartesiano entre a
base M e a fibra tipica V, isto é, EE ~ M x V. Nesses
casos, a geometria do fibrado permite a existéncia de
uma Unica parametrizagdo suave (uma segdo global)
capaz de descrever o sistema sem a necessidade de
multiplas cartas ou fungoes de transicao complexas. Em
contrapartida, um fibrado nao trivial, como o associado
ao campo de um monopolo magnético, apresenta uma
“tor¢ao” intrinseca em sua estrutura global que impede
tal descrigao simplificada. Essa natureza nao trivial
manifesta-se na impossibilidade de definir uma tnica
carta global, exigindo que o espaco seja recoberto por
diferentes regides cujas descrigoes locais sdo coladas
consistentemente por func¢oes de transicdo nao triviais.

A Figura [f] ilustra essa diferenca estrutural através
de uma analogia geométrica classica: o cilindro, que
representa a estrutura trivial, e a fita de Mobius, que
exemplifica a natureza torcida e ndo trivial de um
fibrado. No escopo geométrico, essa distingao reflete-
se diretamente na propriedade de orientabilidade das
superficies. Enquanto o cilindro constitui uma variedade
orientavel — admitindo a definicdo de um campo continuo
e global de vetores normais ao longo de suas fibras —,

Fibrado Trivial
(Cilindro)

Fibrado Nao Trivial
(Fita de Mobius)

Figura 6: Comparacdo topoldgica evidenciando a distincdo
estrutural entre fibrados triviais e nJo triviais. A esquerda, o
cilindro representa a geometria de um fibrado trivial (M x V),
o qual admite uma orientacdo global continua e permite a
descricdo do sistema por uma Unica funcdo de onda suave
em todo o espaco. A direita, a fita de Mobius exemplifica
um fibrado n3o trivial, possuindo uma torcdo intrinseca que
impede tal parametrizacdo global e inverte a orientacdo das
fibras apés um ciclo fechado. No formalismo de Wu-Yang, essa
caracteristica n3o trivial atua como o anilogo geométrico do
campo do monopolo magnético, exigindo o recobrimento do
espaco-base por multiplas cartas para evitar as singularidades
da corda de Dirac.
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a fita de Mobius é caracterizada precisamente por sua
nao orientabilidade. A tor¢do que inviabiliza a existéncia
de uma sec¢ao global no fibrado é a mesma que inverte
a orientagdo local da fibra ao se completar um ciclo
fechado ao longo do espaco-base, materializando a obs-
trucao topoldgica que fundamenta a teoria do monopolo.

2.4. O campo eletromagnético e o monopolo
abeliano no contexto dos fibrados vetoriais

Para uma mesma estrutura global, existem muitas ma-
neiras de escolher um conjunto de mapas (atlas) para
descrevé-la. Podemos escolher diferentes dominios para
as cartas, diferentes fungoes de coordenadas, etc. Dize-
mos que dois atlas sdo equivalentes se forem compativeis
entre si, ou seja, se pudermos passar suavemente das
coordenadas de um para as coordenadas do outro em
qualquer regiao de sobreposicao. Tais atlas sdo descrigoes
diferentes da mesma estrutura subjacente. A colecao de
todos os possiveis atlas equivalentes é o que determina
a estrutura fv. Essa é a concepc¢ao matematica de dizer
que o fibrado vetorial é um objeto geométrico intrinseco,
independente da escolha particular de coordenadas ou do
atlas que usamos para descrevé-lo.

O conceito de estrutura como uma classe de equi-
valéncia é uma das partes principais da formulacao
matematica do principio de invaridncia de calibre, es-
colher um atlas especifico para descrever o fibrado é
analogo a fazer uma escolha de calibre na teoria fisica.
Por exemplo, no eletromagnetismo escolher o calibre de
Lorenz (0, A" = 0) ou o calibre de Coulomb (V- A = 0)
corresponde a escolher diferentes “representantes” (di-
ferentes atlas) dentro da mesma classe de equivaléncia.
Entretanto, a fenomenologia fisica estd atrelada a estru-
tura geométrica intrinseca, e nao ao atlas especifico que a
parametriza. Em outras palavras, os observaveis fisicos —
tais como o tensor de campo eletromagnético F,, e as
densidades de probabilidade — devem ser rigorosamente
independentes do calibre. A exigéncia fundamental é
que qualquer grandeza fisicamente mensuravel perma-
neca invariante para todo atlas pertencente a classe de
equivaléncia. Com isso, observamos que a Defini¢ao
formaliza o dominio geométrico no qual essa invariancia
reside.

Para o caso do monopolo magnético, que corresponde
a um fibrado nao-trivial, a sua existéncia é uma ca-
racteristica da estrutura fv em si, ou seja, da classe
de equivaléncia como um todo. Nao importa qual atlas
escolhemos para descrever a situacdo; se o fibrado for
nao-trivial, nunca encontraremos um atlas que consista
em uma Unica carta global. A necessidade de multiplas
cartas com funcbes de transicdo nao-triviais é uma
propriedade intrinseca da estrutura. Também podemos
construir a relacdo entre a classe de equivaléncia, que
define a topologia global do fibrado, com o “ntmero
de enrolamento” no sistema do monopolo. A torgdo (ou
enrolamento) de um fibrado é uma propriedade intrin-
seca da sua topologia. Isso significa que, se um fibrado é
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“torcido”, todos os atlas vélidos que o descrevem (todos
os membros da sua classe de equivaléncia) devem, de
alguma maneira, conter essa informacao de torgao.

A funcéo de transicdo 7,4 na sobreposicdo das cartas
codifica a informacdo da torcdo. No caso do monopolo
de Dirac, a base é o espago ao redor do monopolo.
Para cobrir uma esfera S? em torno dele, precisamos
ao menos de duas cartas, por exemplo, hemisfério norte
Un e hemisfério sul Ug. Na sobreposigio (equador
S1), temos Tns : S1 — U(1) como a funcio de
transicao. Esta fungdo mapeia o circulo do equador para
o grupo de calibre U(1). O “ntimero de enrolamento”
nos diz quantas vezes a funcdo de transicio “da a
volta” no grupo U(1) enquanto percorremos o equador
uma vez. Matematicamente, este niimero n (uma carga
topoldgica) é um invariante homotdpico e é calculado por
uma integral da conexao associada a funcao de transicao
(equagdo ) Formalmente, este niimero corresponde
a primeira classe de Chern do fibrado que, por sua vez,
é um invariante topoldgico.

A segdo do fibrado de calibre é a funcao de onda ¥ (x)
associada a uma particula, em que z é um ponto na
variedade M (espago-tempo), a fibra E, sobre o ponto
z é o espago dos possiveis valores que a fungao de onda
pode ter naquele ponto. Portanto, a funcdo de onda é a
regra que, para cada ponto z do espago-tempo, nos da o
valor especifico da fung¢do de onda ¢ (x) € E,. Isto é, ela
secciona o fibrado, escolhendo um ponto em cada fibra.

2.4.1. Sobre a estrutura da fibra e do fibrado
para os casos fisicos

Para o campo eletromagnético, com ou sem monopolos
magnéticos, temos a mesma estrutura da fibra. O que
muda radicalmente é a estrutura global do fibrado.

1. Campo Eletromagnético Geral (Sem Monopolos)

Trata-se de um fibrado de posto r = 1 complexo e
trivial, cujo o espago base M é o espago-tempo
de Minkowski R'3. A fibra tipica V é o espaco
dos numeros complexos C. Assim, a fibra sobre
cada ponto m do espago-tempo M(E,,) é um
espago vetorial complexo de uma dimensao em que
reside o valor da funcao de onda de uma particula
carregada. Naturalmente, o espago total E é glo-
balmente isomoérfico a um produto cartesiano:

E~MxC. (46)

Isso implica que existe um atlas na classe de equi-
valéncia que consiste em uma tnica carta que cobre
todo espaco-tempo, nao havendo sobreposi¢do nem
a necessidade de fungdes de transicao.

2. Campo de Um Monopolo Magnético
Nesse caso, pelo cardter nao-global do potencial
vetor A, a estrutura é de um fibrado em linhas
complexo nao-trivial. O espaco base M é o espaco-
tempo com a localizacdo do monopolo removida.
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Se o monopolo estd na origem, M = RY3/{0}.
A fibra tipica V é a mesma do caso sem mono-
polo, o espaco dos nimeros complexos C, o que
faz a fisica local (na fibra) ser idéntica. A néo
trivialidade do espaco total F significa que ele nao
é globalmente um produto cartesiano, com efeito,
existe uma torcao topologica intrinseca:

E +# M x C. (47)

Portanto, nao existe um atlas com uma tnica carta
que cubra o espago ao redor do monopolo (por
exemplo, a esfera S2 em torno dele). Qualquer
atlas na classe de equivaléncia que descreva essa
situacao deve ter ao menos duas cartas com uma
funcdo de transicdo na sobreposicao. Essa fungao
de transicdo terd um numero de enrolamento
n # 0, sendo diretamente proporcional & carga
magnética g do monopolo.

3. Conexoes Lineares e a Teoria
Eletromagnética

3.1. Conexoes lineares

Na secao anterior, estabelecemos a estrutura fundamen-
tal dos fibrados vetoriais E sobre uma variedade M, com
projecdo w : E — M e fibra tipica V. Vimos como
eles sao construidos a partir de cartas locais e atlas, e
como as funcdes de transicdo 7,5 codificam a topologia
global e correspondem as transformagoes de calibre em
teorias fisicas. Antes de definirmos a nocao central de
conexao linear, que nos permitird comparar vetores em
fibras sobre pontos diferentes e, assim, definir uma de-
rivada apropria para segoes do fibrado (campos fisicos),
precisamos introduzir alguns conceitos fundamentais que
estruturam essa parte da teoria.

Uma variedade base M ¢ munida de uma &lgebra
de fungbes suaves f(M), que é o conjunto de todas
as funcgoes f M — R (ouC) que podem ser
diferenciadas infinitas vezes. Essas fung¢bes atuam como
“escalares” que podem variar de ponto a ponto em M.
Operagobes entre espagos associados a M, como os espagos
de sec¢oes de fibrado, frequentemente exibem linearidade
em relacdo aos numeros reais R (R-linearidade ou R-
bilinearidade), uma propriedade menos restritiva que a
linearidade sobre f(M). Intimamente ligado & estrutura
diferenciavel de M esté o fibrado cotangente T+ M, cujas
segoes w € I'(T'« M) sdo chamadas de 1-formas. Em cada
ponto m € M, uma 1-forma w,, atua como um funcional
R-linear sobre o espago tangente T,, M, w : T, M — R.
O exemplo principal é o diferencial df de uma fungao
f € f(M), onde df(X) =X - f para um campo vetorial
X. O espaco de todas as 1-formas suaves é denotado por
QY (M).

As construgdes como o fibrado cotangente (T * M)
e o espago de secdes (I'(E)) sdo exemplos de como
podemos gerar novas estruturas a partir de M e E. Essas
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estruturas sao resultados de operagoes que transformam
fibrados vetoriais e seus morfismos de maneira consis-
tente, chamadas de funtores. Uma operacao funtorial
particularmente importante é o produto tensorial ®. Ele
nos permite combinar fibrados vetoriais; por exemplo,
podemos formar o fibrado T« M ® E, cujas fibras séo
T * M ® E,,. As secoes deste fibrado especificos sao as
1-formas com valores em E, denotadas por Q(M, E). E
precisamente neste espago que o resultado da aplicacao
de uma conexao a uma secdo de F residira.

Com esses ingredientes — a algebra de fungoes f(M),
os espagos de segoes I'(E), as 1-formas Q'(M) e as
1-formas com valores em E, Q'(M,E), junto com as
nocgoes de R-linearidade e R-bilinearidade — estamos
agora preparados para definir formalmente a conexéo
linear, que é o objeto matematico correspondente ao
potencial de calibre na fisica.

Definicao 3.1. Seja F um fibrado vetorial sobre uma
variedade M. Uma conexao linear ou derivada covariante
em F é uma aplicacao R-linear:

D:T'(E) — QYM,E)
v — D,

que satisfaz a regra de Leibniz, isto é, para f € f(M) e
P € T(E), vale

D(f¢) =df @ ¢ + fDi. (48)

Precisamos esclarecer diversos pontos dessa defini¢ao,
uma vez que ela serd reapresentada de uma segunda
maneira mas com significados equivalentes. T'(E) é o
espaco de todas as segoes suaves de E (para o caso fisico,
os campos de matéria como 1) e atua como dominio de
D. Por sua vez, o contradominio Q!(M, E) é o espago
das 1-formas na variedade base M que possui valores no
fibrado E, onde a 1-forma “pega” um vetor tangente e
“volta” um valor; neste caso, o valor é um vetor numa
fibra de F.

Essa visdo diz que a conexao D pega um campo (se¢io)
1) e o transforma em uma 1-forma D, que é um objeto
que, ao ser aplicado num vetor tangente X em um ponto
m, nos dé a “taxa de variacdo” de v naquela diregao,
Dy(X) = Dx1), que é um vetor na fibra F,,. A proprie-
dade chave é a regra de Leibniz: D(fv) = df @ ¢+ fD.
Isso nos diz como a conexao age em produtos de fungoes
f com secbes . A derivada covariante “acerta” ambos
os termos, de maneira andloga a regra do produto usual,
mas a derivada da funcdo f se torna a 1-forma df.

Definicao 3.2. Seja F um fibrado vetorial sobre uma
variedade M. Uma conexao linear ou derivada covariante
em F é uma aplicacdo R-bilinear:
D:X(M)xT(E)
(X,v)

com (X,¢) € (M) x T'(E) e Dxy € T'(E), que é
f(M)-linear no primeiro argumento e satisfaz a regra

— T(E)
— DX¢a
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de Leibniz no segundo argumento, isto é,

Dyx v = fDx v, (49)
Dx(fy)=(X- )+ fDx 9. (50)

Nesse caso, X(M) é o espago dos campos vetoriais
suaves em M (as diregbes nas quais podemos derivar).
Essa visdo diz que a conexdo D pega uma dire¢io (campo
vetorial X) e um campo ¢ e produz um novo campo,
Dx 1, que representa a derivada covariante de 1) ao
longo da diregdo X. Além disso, as propriedades chave
sao a linearidade no primeiro argumento sobre fungoes
D¢x 1 e a regra de Leibniz no segundo argumento
Dx(fv) = (X-f)v+fDx 1, onde a derivada covariante
de f1 é composta pela derivada da funcao f na direcéo
X vezes @ mais f vezes a derivada covariante de .

A interpretagdo geométrica dessa estrutura algébrica
abstrata emerge de maneira natural quando analisamos
o conceito de transporte paralelo. Se exigirmos que a
derivada covariante de um estado (ou vetor) seja nula
ao longo de uma curva cujo vetor tangente é X, isto
é, impusermos a condicdo Dxv = 0, dizemos que o
estado 1 esta sendo transportado paralelamente. Intuiti-
vamente, isso significa que estamos movendo a grandeza
fisica de modo que ela permaneca o mais “constante”
possivel em relacdo a geometria local do espacgo-base.
Contudo, em espacos intrinsecamente curvos ou em
fibrados equipados com conexdes nao triviais, o resultado
do transporte paralelo torna-se estritamente dependente
do caminho percorrido. Como ilustrado na Figura[7] ao
transportarmos um vetor de forma covariante constante
ao longo de um ciclo fechado sobre a superficie da esfera
52, ele falha em retornar & sua orientacdo original. Essa
discrepancia direcional, matematicamente formalizada
como a holonomia da conexao, quantifica a curvatura do
espaco subjacente. No formalismo do monopolo magné-
tico de Wu-Yang, a conexao D embute o potencial vetor
A, e essa obstrucao geométrica manifesta-se fisicamente
como o deslocamento de fase quintica que a funcao de
onda acumula ao contornar a singularidade topolégica.

A derivada covariante no eletromagnetismo, D, =
(0, —igA,) 9, encaixa-se perfeitamente na Definigao
onde X é um campo vetorial base, por exemplo
Oy, ¥ ¢é a segao (funcdo de onda), Dy, vp = D, é o
novo campo resultante. Podemos perceber que o campo
eletromagnético (potencial A,,) estd associado ao termo
fDx 1 através da acdo da conexdo Dx sobre . Para
ver isso, consideremos o caso em que a fungao escalar f
¢ uma constante (f = 1), X é o vetor tangente J,, e ¢ a
secao:

Dx(f¢) = (X - f)v+ fDx¢ — Dy, (1))
= (8- )¢ + 1Dy 00 —> Db = D,

Numa representagdo local, o operador abstrato Dx
possui o potencial A,,, isto é,

Dyt = (9 =igAy )¢ (52)

Conexao

(51)
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N

V final

Figura 7: Representacdo geométrica do transporte paralelo
sobre uma variedade curva (82). Um vetor tangente Vipicial
é transportado ao longo do caminho fechado N — A —
B — N. Ao retornar ao ponto de partida, o vetor resultante
Vinel apresenta uma rotacdo por um angulo a em relacdo
a sua orientacdo original. Este desvio direcional, denominado
holonomia, quantifica a curvatura intrinseca da superficie e atua
como o anélogo geométrico do fator de fase quéntico (fase de
Berry) adquirido pela func3o de onda de uma carga ao contornar
o monopolo magnético.

Portanto, A, é a corregdo que a conexao D, adiciona a
derivada parcial usual J,,.

3.2. Representagoes locais

Até agora, a conexao D foi tratada como um operador
abstrato. Para fazermos célculos, precisamos de uma
forma de representa-lo usando fungoes e diferenciais co-
muns, isso se d& semelhante & forma como representamos
vetores ou tensores usando bases:

1. Em uma vizinhanca U da variedade base M,
escolhemos uma base de segoes locais {eq,...,e,}
para o fibrado vetorial E. Isso significa que, em

cada ponto m € U, os vetores {e;(m),...,e.(m)}
formam uma base para a fibra E,,. No caso de
E = M x V trivial, podemos usar uma base

constante {ey} de V;

2. A conexdo D, quando aplicada a uma dessas se¢oes
de base eg, resulta em uma 1-forma com valores
em E, Deg € QY(U,E). Como {e,} é uma base
para E sobre U, podemos expressar Deg como
uma combinacao linear das se¢bes da base, onde
os coeficientes sdo 1-formas comuns.
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Dado um fibrado vetorial F sobre uma variedade M
munido de uma conexao linear D, temos para a expansao
das derivadas covariantes das se¢des da base {eg}:

Deg = AF®e, ou Dx eg = AF(X)e, para X € X(M),

(53)
onde Ag sdo coeficientes que constituem uma matriz
r X r de 1-formas, essas matrizes sdo chamadas formas
de conexao locais ou potenciais de calibre e determinam
completamente a acdo do operador de derivada covari-
ante sobre se¢bes do fibrado vetorial F.

Para levarmos essa representacio local ao nivel das
funcoes escalares, introduzimos coordenadas locais {z*}
na variedade base M. O espago das 1-formas Q(M),
onde cada entrada Ag reside, possui uma base natural
chamada a base dual {dz"}, que é dual & base do espago
tangente {0, } no sentido de que (dz*,d,) = 0. Com
efeito, é possivel decompor cada 1-forma Ag em termos
de suas componentes A7 ;:

AS = A%y dat, (54)

onde Afjﬁ sdo agora funcoes escalares suaves na vizi-
nhanca U, A7z € f(U), chamadas componentes da
conexdo (potencial de calibre).

Toda conexao possui sua lei de transformacao sob uma
mudanca de base local, ou seja, uma transformacao de
calibre. Dizemos que uma transformacgao de calibre em
uma vizinhanga U é uma mudanca de base na fibra, dada
por uma matriz de fungdes suaves g = (g§):

el = eags. (55)

A covaridncia da conexdo exige que a nova conexao
A'(A}), calculada na nova base {€/, }, relaciona-se com
a base original A de forma a garantir que a derivada
covariante do campo de matéria (uma segao qualquer s),
Ds, se transforme linearmente como um vetor na fibra.
O resultado dessa exigéncia é a lei de transformagao para
a forma de conexdo local:

A= gAg~ +dgg, (56)

que é a assinatura geométrica da conexfio, onde gAg—!

representa a transformacao esperada para um objeto
tensorial sob uma mudanca de base, dg é o diferencial da
matriz de calibre g dado por dg = 9, gdx" e dgg~' é a
correcdo forcada pela exigéncia da invaridncia local. Em
termos de componentes A;‘ﬂ e 0,, a equagao pode
ser escrita como:

= gS AT (97 + Ol (57)
ou em notagdo matricial:
Ay — A =gAg " +0u9 97" (58)
3.3. Consequéncias fisicas da formulacao
em fibrados

O objetivo é visualizarmos como a teoria apresentada

em torno das equagdes (54), e ¢ interpretada
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no contexto da eletrodindmica quantica. A matriz de
1-formas Ag = A}z dz¥ diz como a base “gira” ao nos
movermos. No caso do eletromagnetismo, por exemplo,
ao escolhermos uma fase padrdo em todo o espacgo-
tempo, e = {e1}, existe uma transformagido sob uma
mudanca de base local onde a fase varia com a posicao.
Essa transformacao é caracterizada pela matriz 1 x 1
g(x) = e’®® € U(1), o que nos leva a relacio:

er=e-gi — €(2) =e2) W, (59)

em que a nova base €] é a antiga rotacionada por uma
fase 6(x). Por sua vez, a transformagio da conexao serd:

AL _ efiQ(m)A#eiO(a:) n efw(w)a# (eie(a:)> _

— Aue—w(m)ew(m) + e—iﬁ(z)i(aﬂe(x))eie(z) — (

1(8,,0(x))e—10(2)i0(x)

60)

= A, +i0,0(x).

Na fisica, costumamos separar a constante de acopla-
mento, isto é, se Afjswo é o campo fisico real, a conexao
matemadtica é (geralmente) anti-hermitiana:

mat. __ . fisico
AR = —igAT, (61)
0 que nos permite escrever a equagao (60) como:

—iqA;L = —igA, +10,0(z) — A;

62
= A, - %8#9(3:) = A, - %aﬂe(x), (62

que ¢ a transformagao de calibre usual do eletromagne-
tismo.

A formalizacdo do eletromagnetismo através da geo-
metria dos fibrados vetoriais revela que o potencial de
calibre A, ¢ identificado como a representacao local de
uma conexao linear, o “acoplamento minimo” prescrito
na mecanica quantica deixa de ser uma regra heuristica
e se estabelece como a tnica derivada compativel com
a estrutura geométrica do fibrado. Neste contexto, a
introdugdo do monopolo magnético de Wu-Yang néo
representa apenas uma configuragdo de campo peculiar,
mas impoe uma mudanca na topologia do espaco de
estados.

A principal consequéncia fisica desta estrutura nao
trivial recai sobre a descricao dos campos de matéria. Em
um fibrado vetorial torcido pela presenca de uma carga
magnética, as funcoes de onda dos elétrons deixam de
ser fungoes escalares globais bem definidas (M — C)
para se tornarem secbes do fibrado. Isso implica que
a “funcao de onda” global nao existe; o que existe
sdo descrigoes locais ¥y e ©¥g que devem ser coladas
consistentemente na regido de intersecao através das
fungoes de transigdo do grupo estrutural U(1). E nessa
exigéncia de consisténcia global para a secao quantica —
a necessidade de que a funcdo de onda seja univoca
ao contornar o equador — que forca a constante de
acoplamento a assumir valores discretos. Portanto, a
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quantizacao da carga elétrica de Dirac emerge aqui nao
como uma propriedade intrinseca das particulas, mas
como uma condi¢do de contorno topoldgica necesséria
para que campos de matéria possam habitar a geometria
deformada pelo monopolo.

Assim, o formalismo de fibrados vetoriais unifica a
dindmica do campo (curvatura) com a cinemdtica da
particula (segoes), demonstrando que a existéncia de
monopolos é indissociavel de uma estrutura topolégica
subjacente que dita as regras de quantizacao do sistema.
Esta interdependéncia prepara o terreno para uma ana-
lise mais profunda sobre a prépria natureza do grupo de
simetria, sugerindo a transigdo natural para o estudo dos
Fibrados Principais, onde a fibra deixa de ser o espago
da matéria para se tornar o préprio grupo de calibre.

Cabe ressaltar uma distingdo fundamental no forma-
lismo geométrico das teorias de calibre: enquanto os
campos de matéria (como a func¢do de onda do elétron)
sao formalizados como se¢bes de um fibrado vetorial,
a prépria simetria de calibre e os campos de interagao
operam no escopo dos chamados Fibrados Principais.
Em um fibrado principal, a fibra tipica ndao é um espago
vetorial, mas sim o proprio grupo de simetria da teoria —
denominado grupo estrutural G (como o U(1) no eletro-
magnetismo). Dessa forma, a torgdo do fibrado principal
U(1) sobre a esfera S? carrega a esséncia geométrica
da carga magnética, ditando como os fibrados vetoriais
associados a ele devem se comportar. Essa abstragao é o
que permite generalizar a interacdo de gauge para além
das descricoes locais de potenciais vetores.

4. Conclusao

Esse artigo analisou a fundamenta¢do matemdtica das
teorias de calibre, partindo das defini¢des de variedades
diferenciaveis até as expressoes locais das conexoes
lineares. O foco central manteve-se na aplicacdo desta
geometria ao monopolo magnético abeliano, utilizando
o formalismo de fibrados vetoriais para regularizar
as singularidades presentes na formulagdo original de
Dirac. O estudo iniciou-se pela definicdo de variedades
diferenciaveis, estrutura necessaria para descrever o
espacgo-tempo globalmente sem dependéncia de um tinico
sistema de coordenadas. Sobre esta base, introduzimos
os fibrados vetoriais, o que permitiu definir os campos de
matéria ndo como fungdes escalares simples, mas como
secoes locais. Esta distin¢do se mostrou necessaria para
compreender a natureza geométrica das funcoes de onda
na presenca de topologias nio triviais, como a esfera S2.

A anélise da conexao linear e da derivada covariante
estabeleceu a identificacdo formal entre o operador
geométrico de conexao e o potencial vetorial eletromag-
nético. Verificou-se que a regra de Leibniz, aplicada a
este operador, separa a variagao das componentes do
campo (amplitude) da corregdo geométrica imposta pela
estrutura do fibrado. Na aplicacdo ao monopolo magné-
tico, a abordagem de Wu-Yang foi apresentada como a
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resolugao topoldgica para o problema da corda de Dirac.
Ao utilizarmos um atlas com duas cartas e definirmos o
potencial em cada hemisfério, demonstramos que a carga
magnética surge da classificacdo das fungoes de transigéo
na regiao de intersecéo, e ndo de uma singularidade fisica
no potencial.

Por fim, o desenvolvimento das expressoes locais e da
lei de transformacao dos potenciais conectou a defini¢ao
abstrata de conexdo com as transformacoes de calibre
usuais da fisica. Embora o escopo deste trabalho tenha
se restringido ao caso Abeliano U(1) e aos fibrados veto-
riais, os resultados obtidos fundamentam a invariancia
de calibre como uma mudanga de trivializacdo local.
Esta estrutura encerra a descri¢do do eletromagnetismo
geométrico e estabelece os pré-requisitos necessarios
para uma futura extensdo aos Fibrados Principais e
teorias nao-abelianas. Destaca-se, nesse horizonte, a
formulagdo dos monopolos em simetrias como o SU(2),
independentemente propostos por 't Hooft [7] e Polya-
kov [8]. Diferentemente do caso abeliano de Wu-Yang,
onde a singularidade é intrinseca, em teorias SU(2)
espontaneamente quebradas o monopolo surge como
uma solugdo topologicamente estdvel e regular (sem
singularidades pontuais ou cordas) devido & estrutura
ndo trivial do vdcuo [9].

Cabe ressaltar que o presente trabalho concentrou-se
estritamente na fundamentagdo matemaético-geométrica
do monopolo de Wu-Yang e nas suas implicagoes tedricas
para a quantizagdo da carga. Devido as delimitagdes do
escopo aqui estabelecido, o atual estado experimental
das buscas por monopolos magnéticos na natureza e em
aceleradores de particulas nao foi abordado, uma vez
que tal discussao fugiria ao objetivo central de elucidar
o formalismo de fibrados e variedades. Para os leitores
interessados numa revisdo abrangente da fenomenologia
e dos aspetos histéricos da deteccao de monopolos
a partir de uma perspetiva classica, recomenda-se a
consulta do artigo [10].

Apéndice
A. Preliminares Topolégicas

Esse apéndice se dedica a construcao do alicerce ma-
tematico. A discussdo inicia-se com os conceitos funda-
mentais de topologia geral, baseados em Lipschutz [I1],
explorando a topologia na reta, no plano e no espaco,
bem como a defini¢do de bases topoldgicas, para conso-
lidar a intuicao do leitor.

A.1. Breve introducao qualitativa sobre
topologia

Topologia pode ser entendida como o estudo das trans-
formagoes homeomorfas, que sdo transformacoes bi-
jetoras, continuas e com inversa continua entre dois
espagos topoldgicos. Além disso, estuda-se também as
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propriedades dos espagos topolégicos que sdo invariantes
por estas transformacoes, sendo o seu principal objetivo
encontrar invariantes em quantidades suficientes para
saber se dois espagos topoldgicos, dados “a priori”,
podem ou nao ser transformados um no outro de modo
permitido. Este objetivo é andlogo ao de qualquer outro
ramo da geometria.

Até agora, falamos apenas dos entes estudados na
Topologia, mas nada se falou sobre os tipos de entes
estudados. A principio, pode-se considerar como um ente
topolégico qualquer conjunto de pontos. A topologia
obtida desta forma é chamada Topologia Conjuntista ou
Topologia Geral, que é baseada na Teoria dos Conjuntos
introduzida por Georg Cantor (1845-1918) em torno
de 1879. Um exemplo especifico de um dos ramos da
Topologia Conjuntista é a chamada topologia da reta,
especificamente da reta real R, onde sdo estudadas as
propriedades e as estruturas dos conjuntos (intervalos na
reta) que sdo preservadas sob transformagdes continuas.

Como os entes estudados na Topologia Conjuntista
sdo os conjuntos de pontos extremamente gerais, é
natural que os resultados obtidos neste contexto escapem
a intuicdo e, muitas vezes, entrem em contradi¢cdo com
ela. Porém, nossa intuicdo pode ser falha e também
nos apresenta fatos patoldgicos inerentes a nossa area.
Apesar da sua generalidade, a Topologia Conjuntista
encontra numerosas aplicacoes em Andlise Matematica
e na Fisica Quéantica.

A.2. Topologia da reta

Definigdo A.1. Seja A um conjunto de niimeros reais.
Um ponto p € A é chamado ponto interior de A se,
e somente se, p pertence a algum intervalo aberto .S,
contido em A:

p €S, CA. (A.1)

O conjunto A é dito aberto se, e somente se, cada um
dos seus pontos é interior.

Exemplo A.1. Um intervalo aberto de R, dado por
A = (a,b), é um conjunto aberto, pois podemos escolher
S, = A para cada p € A.

Exemplo A.2. O intervalo fechado de R, dado por B =
[a, b], ndo é um conjunto aberto, pois qualquer intervalo
aberto S, que contenha a ou b conterd necessariamente
pontos que ndo pertencem a B. Ou seja, os extremos a
e b ndo sdo pontos interiores de B.

Exemplo A.3. O conjunto vazio () é um conjunto
aberto, pois ndo ha ponto em () que nao seja ponto
interior.

Definigao A.2. Seja A um subconjunto de R, isto é, um
conjunto de nimeros reais. Um ponto p € R chama-se
ponto de acumulagao, ou ponto limite de A, se e somente
se, todo conjunto aberto G que contém p contém um
ponto de A diferente de p. Ou seja,

G aberto, p € G < AN (G/{p}) # 0. (A.2)
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Figura 8: Esquematizac3o do intervalo aberto de G. Os n(imeros
indicados com as flechas fazem parte do conjunto A. Além disso,
para n suficientemente grande, os niimeros (indicado pelos trés
pontos na imagem) fazem parte do intervalo (—a1,a2) e do
conjunto A.

O conjunto A’, formado pelos pontos de acumulacao de
A, é chamado conjunto derivado de A.

Exemplo A.4. Seja o conjunto A = {1, %, %,
1,...,%,...}. O ponto 0 (zero) é ponto de acumulagao
de A, pois qualquer conjunto aberto G com 0 € G possui
um intervalo aberto (—aj,a2) C G com —a; < 0 < as
que contém pontos de A, como representado na Figura[§]

Além do ponto limite 0 de A ndo pertencer a A,
podemos notar pela Figura [§] que 4 ndo possui nenhum
outro ponto de acumulacdo, uma vez que podemos
escolher outro intervalo aberto S;,, em torno de um ponto
p € R : p # 0, e nesse intervalo nao existird nenhum
outro ponto (diferente de p) que pertence a A. Portanto,
o conjunto derivado de A é o conjunto unitéario {0}, isto

¢, A" = {0}.

Exemplo A.5. Seja o conjunto dos niimeros racionais
Q. Todo real p € R ¢é ponto limite de Q, pois todo con-
junto (intervalo) aberto em torno de p contém nimeros
racionais, isto é, pontos de Q.

Exemplo A.6. O conjunto dos nimeros inteiros Z =
{...,—2,-1,0,1,2,...} ndo tem ponto de acumulagio,
uma vez que existem intervalos abertos em torno de um
ponto p € R que néo possuem pontos de Z — {p}.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja A um con-
junto infinito, cotado, de reais. Entdo A tem ao menos
um ponto de acumulacao.

Definicdo A.3. Um subconjunto A de R é fechado se, e
somente se, seu complementar A° é aberto. Mais ainda,
A é dito fechado se, e s6 se, A contém cada um dos seus
pontos de acumulagao.

Exemplo A.7. O intervalo fechado [a, b] é um conjunto
fechado, pois seu complementar (—oo, a) U (b, +00), que
é a unido de dois intervalos abertos infinitos, é aberto.

Exemplo A.8. O conjunto A = {1, %, %, %7 R %, ..
nao é um conjunto aberto nem fechado, pois como visto
no Exemplo 0 é seu tinico ponto de acumulagdo,

porém nao pertence a A.

Exemplo A.9. Seja o intervalo semi-aberto A = (a,b].
A néo é aberto, j4 que b € A ndo é ponto interior de A
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(o que viola a Definic¢ao [A.1]). Além disso, A também
nao é fechado, pois a é ponto de acumulagido de A mas
a ¢ A (o que viola a Definigao |A.3]).

Exemplo A.10. O conjunto vazio @ e a reta real R sao
conjuntos fechados, pois seus respectivos complementa-
res, R e (), sdo abertos.

Observagao A.l. Podemos observar, pelo Exemplo
e pelo Exemplo que o conjunto vazio é
aberto e fechado ao mesmo tempo. Isso também ocorre
com a reta real. A saber, a reta real R também é um
conjunto aberto, pois qualquer intervalo aberto S, deve
ser subconjunto de R, isto é, p € S, C R.

Teorema de Heine-Borel. Seja A = [¢,d] um
intervalo fechado e limitado, considere também P =
{G; : i € I'} uma classe de intervalos abertos que cobre
A, isto é, A C |J, G;. Entdo, P contém uma subclasse
finita, digamos {G;,, Gia,...,G;, }, que também cobre
A, isto é,

AC Gi1 UGiz U...uG (A3)

tm*

Ambas as condigoes, “fechado” e “limitado”, devem ser
satisfeitas por A para que o teorema seja valido.

A.3. Topologia do plano
Definicdo A.4. Um disco aberto D no plano R? é o

conjunto de pontos interiores a um circulo de centro

p = (a1, as) e raio § > 0 (ver Figura |§[)7 isto é,

D={{z,y): (xr—a1)* + (y — az)? < 6}
={q € R?:d(p,q) < 8},

onde d(p,q) representa a distdncia usual entre dois
pontos p = (a1, as) e ¢ = (b1, bz) no R%:

(A4)

d(p,q) = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)2. (A5)

y/)=<(l,, a,)

Figura 9: Representacdo do disco aberto no plano.
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Aqui podemos notar que o disco aberto desempenha, na
topologia do R?, papel andlogo ao do intervalo aberto
na topologia da reta R.

Definicio A.5. Seja A um subconjunto de R%. Um
ponto p € A é ponto interior de A se, e somente se,
p pertence a algum disco aberto D, contido em A:

pe D, CA (A.6)

O conjunto A é aberto se, e somente se, cada um de seus
pontos é interior.

Definicido A.6. Um ponto p € R? é ponto de acumu-
lacdo ou ponto limite de um subconjunto A de R? se,
e somente se, todo conjunto G que contém p também
contém um ponto de A diferente de p, isto é,

G C R? aberto, p € G <= AN(G/{p}) #0. (A.7)

Definicdo A.7. Um subconjunto A de R? é fechado se,
e somente se, seu complemento A¢ é um subconjunto
aberto de R2.

A.4. Espagos topolégicos

Definigdo A.8. Seja X um conjunto ndo-vazio. Uma
classe T de subconjuntos de X é uma topologia em X
se, e somente se, satisfaz os seguintes axiomas:

i) X e () pertencem a T;

ii) A unido de um nimero qualquer de conjuntos de
T pertence a T

iii) A interseccdo de dois conjuntos quaisquer de T
pertence a T .

Os elementos de 7 chamam-se conjuntos 7T -abertos,
ou simplesmente abertos. Além disso, o par (X,T), é
denominado um espago topologico.

Exemplo A.11. Sejam as seguintes classes de subcon-
juntos do conjunto X = {a,b,c,d,e}:

T = [X7 0, {a}, {Ca d}v {av & d}a {ba ¢, d, 6}];

T2 = [Xvwa {a’}’ {C’ d}’ {Q,C, d}v {b,C, d}]v
Ts = [X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{a,b,d, e}l

(A.8)

Podemos notar que apenas a classe 71 é uma topologia
em X, uma vez que os axiomas i), ii) e iii) sdo satisfeitos.
A saber, para a classe T3 a unido {a,c,d} U {b,c,d} =
{a,b,c,d} ¢ T3 e para classe T3 a interseccao {a,c,d} N
{a,b,d,e} = {a,d} ¢ T3. Portanto, Tz e T3 ndo sdo uma
topologia em X.

Definigdo A.9. Seja T a classe de todos os subconjun-
tos de X (cujos complementos sdo finitos) junto com o
conjunto vazio (). Esta classe 7 é também uma topologia
em X, chamada de topologia cofinita em X.
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Definicdo A.10. Seja T a classe de todos os subcon-
juntos X. Com efeito, T satisfaz todos os axiomas para
ser uma topologia em X (vide Definicao . Esta
topologia é chamada topologia discreta; e X, junto com
sua topologia discreta, isto é, o par (X,7), é chamado
espaco topoldgico discreto ou espaco discreto.

Observagao A.2. A partir de agora, utilizaremos ape-
nas X, em vez do par (X, 7T), para nos referenciar a um
espaco topologico.

Definigdo A.11. Seja X um espaco topoldgico. Um
ponto p € X é dito ponto de acumulagao, ou ponto limite
de um subconjunto de A de X se, e somente se, todo
conjunto aberto G C X que contém p também contém
outro ponto de A diferente de p. Ou seja,

G C X aberto,pe G < AN (G/{p}) #0. (A.9)

O conjunto A’ formado pelos pontos de acumulagao de
A, é chamado o conjunto derivado de A.

Para as topologias usuais em R e R?, a Definicdo
recai na Defini¢do e na Defini¢ao
respectivamente. Além disso, na Definicao é
valido que o ponto p € X ndo pertenca necessariamente
ao subconjunto A, analogamente ao que ocorre no

Exemplo

Definicao A.12. Seja X um espaco topoldgico, um
subconjunto A de X é fechado se, e somente se, seu
complementar é aberto.

Exemplo A.12. Seja X um espago topoldgico discreto,
isto é, todo subconjunto de X é aberto. Com efeito,
todo subconjunto de X também é fechado, pois seu

complemento (outros subconjuntos abertos de X) é
sempre aberto.

Teorema A.1l. Seja X um espacgo topoldgico. Entdo, a
classe de subconjuntos fechados de X possui as proprie-
dades:

i) X e 0 sdo fechados;

ii) A intersecgdo de um nimero qualquer de fechados
é fechada;

iii) A unido de dois fechados quaisquer é fechada.

Ou seja, esse teorema carrega uma ideia antdénima ao
que foi apresentado na Defini¢ao Além disso, com
analogia aos casos vistos na reta e no plano, os conjuntos
fechados também podem ser definidos em termos de seus
pontos de acumulagao, como dird o proximo teorema.

Teorema A.2. Um subconjunto A de um espago topo-
légico X é fechado se, e s6 se, A contém cada um dos
seus pontos de acumulagdao. Mais ainda, dizemos que
um conjunto A é fechado se, e somente se, o conjunto
A’ (composto por todos os pontos de acumulagéo de A),
chamado de derivado de A, é subconjunto de A. Ou seja,

A C A
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Definicdo A.13. Seja (X,7) um espago topoldgico
e A C X um subconjunto. A topologia relativa (ou
induzida) em A, denotada por Ty, é definida como a
colecao de subconjuntos de A obtida pela intersecao de
A com os abertos de X:

Ta={ANU:UE€eT}. (A.10)

Nesse contexto, um conjunto V' C A é dito aberto em
A se existir um aberto U em X tal que V. = ANU.
Esta construgdo permite tratar o subconjunto A como
um espago topolégico independente, garantindo que
as propriedades de continuidade e convergéncia sejam
preservadas ao restringirmos o dominio global a sub-
regides especificas.

A.5. Bases de uma topologia

Definicdo A.14. Seja o par (X,7) um espago topold-
gico. Uma classe C de abertos de X, isto é,C C T, é uma
base da topologia T se, e somente se, satisfaz uma das
duas condigoes abaixo:

i) Todo aberto G € T é a unido de membros de C;

ii) Para todo ponto p pertencente a um aberto G
existe BeCcompe BCG.

Exemplo A.13. Os intervalos abertos formam uma
base para a topologia usual em R. Pois, caso G C R
é aberto e p € G, entdo, pela Definigao existe
um intervalo aberto (a,b) € C com p € (a,b) C G.
Cumprindo a condigéo ii).

Exemplo A.14. Os retangulos abertos no R? com lados
paralelos ao eixo z e ao eixo y formam uma base para
a topologia usual R2. Isso ocorre usando o fato de
que discos abertos também formam uma base para a
topologia usual em R2, analogamente como os intervalos
abertos em R. Com efeito, podemos fazer a seguinte
analise para os retangulos abertos:

Seja G C R? aberto e um ponto p € G. Entdo, existe
um disco aberto D, centrado em p, com p € D, C G.
Assim, qualquer retangulo B € C cujos vértices estejam
na fronteira de D, satisfaz a condicao ii):

p € BC D, C G. Portanto, p € B C G. (A.11)

A Figura[10] ilustra os fatos enunciados.

O teorema a seguir complementars a Definigao
com as condi¢Oes necessarias para que uma dada classe
C de abertos, que sdo subconjuntos de um conjunto X,
seja uma topologia em X.

Teorema A.3. Seja C uma classe de subconjuntos
(abertos) de um conjunto nao-vazio X. Dizemos que C
serd a base de uma topologia em X se, e somente se,
possuir /satisfazer as duas propriedades seguintes:

i) X = U{B : B € C}. Isto é, X é igual a unido
de todos os subconjuntos abertos presentes na
classe C;
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Figura 10: Diagrama representativo do Exemplo [A14]

ii) Para quaisquer abertos A, B € C, temos que AN B
é a unido de membros de C. Isto é,se p € AN B,
entao existe um aberto centrado em p que satisfaz
p € C, C AN B (vide Exemplo m para um
caso particular).

B. Conexidade e Topologia de Caminhos

Este apéndice dedica-se ao estudo da conexidade, uma
propriedade topolégica fundamental que descreve a “in-
teireza” ou a continuidade estrutural de um espaco,
essencial para a compreensao das regides de sobreposi¢ao
em fibrados. Fundamentado no formalismo de Lips-
chutz [II], o texto explora inicialmente as definigdes
de conjuntos separados e a caracterizagdo formal de
conjuntos e espagos conexos. Avangamos para a andlise
de trajetorias e conjuntos conexos por arcos, elementos
que permitem descrever o movimento continuo de cargas
no espaco-base. Por fim, introduzimos os conceitos de
trajetorias homotépicas e espacos simplesmente conexos,
fornecendo o alicerce matematico necessario para clas-
sificar caminhos fechados e compreender as obstrugoes
topoldgicas que fundamentam a quantizacao da carga e
a natureza do dominio do monopolo magnético.

B.1. Conjuntos separados

Definicdo B.1. Dizemos que dois subconjuntos A e
B de um espago topolégico X sdao separados se, e
somente se,

i) A e B sao disjuntos, isto ¢, AN B = {;
ii) Nenhum deles contém ponto de acumulagao no
outro, isto é, AN B = (.

Onde as notacdes A e B representam o fecho (ou
aderéncia) dos conjuntos A e B, respectivamente. To-
pologicamente, o fecho de um conjunto é definido pela
uniao do préprio conjunto com todos os seus pontos de
acumulagdo (isto é, seu conjunto derivado, A"). Matema-
ticamente, expressamos essa relacdo como A = AU A'.
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— B:y=sin(l/z)
—A:z=0,<y<1

Figura 11: Representacdo grafica dos subconjuntos A e B,
ilustrando uma variacdo da classica curva seno do topdlogo.
Embora os conjuntos sejam estritamente disjuntos no plano
(AN B = 0), eles ndo constituem conjuntos topologicamente
separados. Devido 3 oscilag3o infinita da funcdo y = sen(1/x)
ao se aproximar da origem, o fecho de B (denotado por
B) engloba todo o segmento vertical do eixo y no intervalo
[—1,1]. Consequentemente, o conjunto A é subconjunto de B,
o que resulta em AN B # (). Este contraexemplo evidencia
que a auséncia de intersecdo geométrica direta n3o garante
o isolamento topoldgico exigido pela definicido de conjuntos
separados.

Desse modo, as restricces ANB =0 e ANB = 0
garantem formalmente o que esta descrito nos itens: para
serem separados, exige-se que os conjuntos niao apenas
sejam mutuamente disjuntos (A N B = {)), mas que
também estejam topologicamente isolados, impedindo
que um contenha os limites fronteiricos (pontos de
acumulagdo) do outro.

Exemplo B.1. Sejam os seguintes intervalos na linha
real R: A = (0,1), B = (1,2) e C = [2,3). Temos que
A e B sio separados, pois A = [1,2] e B = [1,2], assim,
ANB =0 e An B = (. Por outro lado, B e C nio
sdo separados, pois 2 € C é ponto limite de B, ou seja,
BNC=11,2]Nn[2,3) = {2} # 0.

Exemplo B.2. Sejam os seguintes subconjuntos do
plano RZ:

A—{(O,y>:<y§1};

5 S
B ={(x,y) ry=-sen(l/x), 0 <z < 1}.

(B.1)

Cada ponto de A é ponto de acumulagio de B
(Figura , logo, A e B nao sao separados.

B.2. Conjuntos conexos

Definicao B.2. Um subconjunto A de um espago

topoldgico X é desconexo se existem abertos G e H tais

que ANG e ANH sdo conjuntos disjuntos ndo-vazios, cuja

unido é A. Em tal caso, GUH é chamado uma desconezdo

de A. Um conjunto é conexo se ndao é desconexo.
Observe que:

A=(ANG)U(ANH)se AC(GUH);

P=(ANG)U(ANH)se (GNH)C A" (B-2)
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B VI
T
ANG : ; ANH
1 : z,
2 {1 i
Y
A—( '

ANG)U(ANH)

Figura 12: Representac3o visual de um conjunto desconexo no
plano R?. O subconjunto A, correspondente 2 regido delimitada
pela hipérbole 22 — y?> > 4, é composto por dois ramos
espacialmente separados. Os semiplanos abertos G = {(z,y) :
x < —1} e H = {{(z,y) : © > 1} sdo estritamente disjuntos
(GN H = 0) e cobrem integralmente o conjunto A, de modo
que A C G U H. Como as intersecdes de A com ambos os
abertos s3o n3o-vazias (ANG # e AN H # 0), o par de
conjuntos G e H satisfaz todos os critérios matematicos para
formar uma desconexdo, demonstrando formalmente a natureza
topologicamente desconexa de A.

Portanto, GUH é uma desconexio de A se, e somente se,

ANG#0, AnNH#0, AC(GUH) e (GNH) C A

(B.3)
Note que o conjunto vazio () e os unitérios {p} sdo sempre
conexos.

Exemplo B.3. Os semiplanos do R? dados por:

G={{xy):x <1} e H={(z,y)z > 1}, (B.4)
formam uma desconexdo em A C R?, com
A= {{z,y): 2* —y* >4} (B.5)

A Figura[12]ilustra o subconjunto A e os abertos G e H.

Teorema B.1. Um conjunto é conexo se, e somente se,
nao é uniao de dois conjuntos nao-vazios separados.

Proposigao B.1. Se A e B sdo conjuntos conexos nao
separados, entdo AU B é conexo.

Exemplo B.4. Sejam os subconjuntos A e B do R?
dados no Exemplo [B.2| Eles sdo conexos mas nao
separados; logo, pela proposi¢do enunciada, AU B é um
conjunto conexo.

B.3. Espacos conexos

A conexao de um conjunto é uma propriedade absoluta.
A saber:
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Teorema B.2. Seja A subconjunto de um espago
topolégico (X, T). Entdo, A é conexo em relagio a T se,
e somente se, A é conexo em relagdo a topologia relativa
T4 em A.

Como consequéncia desse teorema, podemos limitar
nossa investigacao de conexao aos espacos topoldgicos
que sdo conexos, isto €, espagos conexos. Porém, existe
um refinamento necessario no formalismo para que
nao hajam possiveis contradigoes como a ilustrada no
exemplo a seguir.

Exemplo B.5. Seja X um espago topoldgico que é
desconexo, e G U H uma desconexao de X. Entao,

X=(XNGUXnNH)e (XNG)N(XNH)=10. (B.6)

Mas X NG =G e XNH = H. Assim, X é desconexo
se, e sO se, existem abertos ndo-vazios G e H tais que

X=GUHeGNH=A. (B.7)

Em vista da discussao deste exemplo, podemos dar
uma caracterizacdo simples de espacos conexos, como
segue.

Teorema B.3. Um espaco topoldgico é conexo se, e
somente se, satisfaz um dos dois itens a seguir que sao
equivalentes:

i) X nao é unido de dois abertos nao-vazios disjuntos;
ii) X e () sdo os tnicos subconjuntos de X que sdo
simultaneamente abertos e fechados.

Exemplo B.6. A reta real R com a topologia usual é
um espago conexo, pois R e () sdo subconjuntos de R
simultaneamente abertos e fechados.

Exemplo B.7. Seja f uma fungdo continua de um
espaco conexo X em um espago topolégico Y. Assim,
f X — f[H] é continua, onde f[H] tem a topologia
relativa a Y. Queremos mostrar que f[H] é conexo
via contradigdo. Com isso, suponhamos que f[X] é
desconexo, onde G e H formam uma desconexao de

f[X]. Entéo,

fIX]=GUHeGNH=0, (B.8)

e, assim,

X =[G H] e fHGIN fTHH] = 0. (BY9)
Como f é continua, f~1[G] e f~![H] sdo abertos de X,
logo, formam uma desconexao de X, o que é impossivel

pois contradiz nossa hipdtese inicial. Portanto, se X é
conexo, f[X] também o é.

A partir do resultado obtido neste exemplo, podemos
enunciar o préximo teorema.

Teorema B.4. Seja X um espago topoldgico. As se-
guintes afirmacoes sao validas:

i) X é conexo se, e somente se, toda fungao continua
f + X — {0,1} sobre o espago discreto é
constante.

ii) A imagem continua de um conjunto conexo é
também um conjunto conexo.
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B.4. Trajetérias e conjuntos conexos por arcos

Seja I = [0,1] o intervalo fechado unitario. Uma
trajetoria de um ponto a até um ponto b, em um espago
topolégico X, é uma funcdo continua f : I — X com
f(0) =ae f(1) =b. Onde a é nomeado ponto inicial e
b ponto final da trajetoria.

Exemplo B.8. Para qualquer p € X, a funcdo cons-
tante ¢, : I — X definida por ¢,(s) = p é continua e,
portanto, uma trajetoria constante.

Exemplo B.9. Seja f : I — X uma trajetoria de a para
b. Entéo, a fungdo f : I — X definida por f(s) = f(1—s)
é uma trajetéria de b para a.

Analiticamente, a funcao f (s) representa a inversao de
sentido (ou reversdao temporal) da trajetéria original f.
Enquanto f percorre o caminho de a para b conforme o
pardmetro s evolui de 0 a 1, a fungao f percorre 0 mesmo
conjunto de pontos na ordem inversa. Essa inversdo é
verificada nos pontos extremos do intervalo I = [0, 1]: no
inicio da nova trajetéria (s = 0), temos f(0) = f(1) = b;
no final (s = 1), temos f(1) = f(0) = a. Do ponto
de vista topoldgico, como f resulta da composicao da
funcdo continua f com a fungdo afim g(s) = 1 — s, a
continuidade da aplicacdo é preservada, caracterizando
f como uma reparametrizacao valida.

Exemplo B.10. Seja f : I — X uma trajetéria de
aabeg: I — X uma trajetéria de b a c. Entao, a
justaposi¢ao das duas trajetérias f e g, representada por
f*xg, éafuncdo f*xg: I — X definida por

f(2s), se 0 <s<
9(28_1)7 SG%SSS

—_ N

(f*9)(s) = { . (B.10)

que é uma trajetéria de a até c¢ obtida percorrendo a
trajetéria f de a a b e, em seguida, a trajetoria g de b a
c.

A relagéo entre a conexidade topoldgica e a existéncia
de trajetérias continuas é um ponto central na andlise
de espacos. Introduziremos a definicdo formal de con-
juntos conexos por arcos e sua relacao estrutural com a
conexidade vista nas segoes anteriores.

Definicao B.3. Diz-se que um subconjunto E de um
espago topoldgico X é conexo por arcos se, para cada
par de pontos a, b € F, existe uma trajetoria continua f :
I — X de a a b, inteiramente contida em F, isto é, f[I] C
E. Os subconjuntos conexos por arcos maximais de X,
chamados de componentes conexos por arcos, formam
uma particao de X.

A relagdo direta entre a conexdo topoldgica e a
conexao por arcos é estabelecida pelo seguinte teorema
fundamental:

Teorema B.5. Os conjuntos conexos por arcos sao
CONexos.
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Contudo, a reciproca deste teorema nao é verdadeira
de forma geral. E perfeitamente possivel que um espaco
seja conexo, mas nao conexo por arcos, como ilustra o
contraexemplo a seguir.

Exemplo B.11. Consideremos os seguintes subconjun-
tos do plano R2:

(B.11)

O conjunto A é formado pelos pontos dos segmentos
de reta que ligam a origem (0, 0) aos pontos (1, 1/n) para
n € N. O conjunto B é formado pelos pontos do eixo das
abscissas restrito ao intervalo [1/2, 1].

Nota-se que A e B séo, individualmente, conexos por
arcos; logo, pelo Teorema [B.5] sdo conexos. Além disso,
A e B nao sao conjuntos separados, pois cada ponto
p € B é ponto limite de A. Portanto, a unido AU B é um
conjunto conexo. Mas A U B néo é conexo por arcos; de
fato, ndo existe trajetéria continua alguma de qualquer
ponto de A a qualquer ponto de B (ver Figura .

Embora a reciproca do Teorema falhe no caso
geral, existem condicbes especificas, particularmente em
subespacos abertos do R?, onde a conexidade topolégica
implica rigorosamente a conexidade por arcos. A topo-
logia do plano R? é parte essencial da teoria de funcdes
de varidvel complexa, na qual se define uma regido
precisamente como um subconjunto aberto e conexo do
plano.

Nessa teoria, desempenha importante papel o seguinte
teorema de restrigdo:

Teorema B.6. Um subconjunto aberto e conexo do R?
é sempre conexo por arcos.

AN

Y

N W=

N[

v

B

=

Figura 13: Representacdo dos conjuntos A (linhas em azul) e
B (segmento em vermelho). A unido AU B forma um espago
conexo, contudo, é desprovido de conexdo por arcos devido a
impossibilidade de tracar um caminho continuo partindo dos
ramos de A para atingir o segmento isolado B.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2026-0098

€20260098-21

B.5. Trajetérias homotépicas

Na topologia, frequentemente nos deparamos com a
necessidade de analisar se dois caminhos distintos que
ligam os mesmos pontos podem ser deformados um no
outro de maneira continua, sem “rasgar” o espago ou
atravessar buracos. Essa nogdo de deformagao continua
é formalizada pelo conceito de homotopia.

Definicdo B.4. Sejam f : I — X eg : I - X
duas trajetorias continuas num espago topolégico X,
ambas com o mesmo ponto inicial p € X e o mesmo
ponto terminal ¢ € X (isto é, f(0) = ¢g(0) = p
e f(1)=g(1) =¢q). Diz-se que f é homotdpica a g,
denotado por f =~ g, se existe uma funcdo continua
H : I? - X, chamada de homotopia de f em g, tal
que:

S

)

_= O
= O O =

(
(s,

(B.12)

mm::m
[
»Q’U,lg\i

(8
(1

t
b

onde s,t € [0,1]. Geometricamente, o pardmetro ¢
representa o “tempo” da deformagdo: em ¢t = 0 temos
a trajetéria f, e a medida que t cresce até 1, a curva se
deforma continuamente até coincidir com g, mantendo
sempre os extremos fixos em p e ¢. A Figura [[4] ilustra
o enunciado.

Exemplo B.12. Seja X o conjunto de pontos de uma
coroa circular (um disco com um furo central). Duas tra-
jetorias f e g que contornam o furo pelo mesmo lado séo
homotépicas, pois podem ser deformadas uma na outra
através da regiao permitida de X. Em contrapartida,
uma trajetoria f’ que passa por “cima” do furo nao é
homotdépica a uma trajetéria g’ que passa por “baixo”
do furo, pois qualquer tentativa de deformar f’ em ¢’
exigiria que a curva passasse pelo furo, regido que nao
pertence ao espago X. A Figura [T5 ilustra esses casos.

A relagdo de homotopia satisfaz trés propriedades
fundamentais que permitem categorizar as trajetorias
em classes. Tais propriedades estao caracterizadas nos
trés exemplos a seguir.

H g
) q(s) —~— A
H(0,t) =p H(L,t)=q P q
- > s
0 f(s) 1 f

X

Figura 14: Representacdo geométrica do mapeamento da ho-
motopia H : I? — X, deformando continuamente a trajetéria
f na trajetdria g.
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p©q
g

Nao Homotépicas (f' # ¢')

Homotépicas (f ~ g)

Figura 15: Trajetérias f e g homotdpicas (a esquerda) e
trajetérias f' e ¢’ ndo homotépicas (3 direita) em uma coroa
circular.

dominio de G —>» h
Compressao E

do tempo
_»

--------- <—— dominio de H

dominio de I —

Figura 16: Compressdo geométrica dos dominios F' e G
demonstrando a transitividade homotépica.

Exemplo B.13 (Reflexividade). Seja f : I — X uma
trajetéria qualquer. Entdo f ~ f, pois a funcdo H :
I? — X definida por H(s,t) = f(s) (independente de t)
é uma homotopia trivial de f em si mesma.

Exemplo B.14 (Simetria). Se f ~ g através de
uma homotopia H(s,t), entdo g ~ f. A homotopia
reversa H : I2 — X é construfda invertendo o fluxo
do parametro de deformacao t:

~

H(s,t) = H(s,1—1). (B.13)

Exemplo B.15 (Transitividade). Se f ~ g (através
de uma homotopia F) e g ~ h (através de uma
homotopia G), entdo f ~ h. A nova homotopia H : I* —
X de f em h é obtida “colando” as duas deformagdes
sucessivas:

Hs 1) = {F(S,Qt), se

t
G(s,2t—1), s t

1
2 B.14
) (B.14)

i~ O

<
<

IAIA

Geometricamente, isso equivale a compressao dos do-
minios paramétricos de F' e G em um tnico quadrado
unitario 12, como ilustra a Figura

A garantia dessas trés propriedades (Exemplos
B.13| [B.14] ¢[B.15)) culmina no seguinte resultado:

Proposigao B.2. A relacio de homotopia é uma rela-
cao de equivaléncia na cole¢do de todas as trajetorias de
aab.

B.6. Espacos simplesmente conexos

Definicao B.5. Uma trajetéria f : I — X cujo ponto
terminal coincide com o inicial, isto é, f(0) = f(1) = p,
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Figura 17: Contracdo de uma trajetéria fechada num disco
aberto (simplesmente conexo), na esquerda, em comparacdo
com uma coroa circular (ndo simplesmente conexa), na direita.

é chamada de trajetdria fechada (ou lago) em p € X.
O exemplo mais trivial de trajetéria fechada é a trajeto-
ria constante ¢, : I — X definida por c¢,(s) = p.

Definicao B.6. Diz-se que uma trajetoria fechada f :
I — X é redutivel a um ponto (ou contrativel) se ela é
homotépica a trajetéria constante cp, isto é, se f >~ c,.

Essa capacidade de contrair trajetorias fechadas é o
que define a “auséncia de buracos” em um dominio,
propriedade essencial para estabelecer a validade de
teoremas de conservagao em campos vetoriais e a ine-
xisténcia de singularidades nao-triviais.

Definicao B.7. Um espaco topoldgico é dito simples-
mente conexo se, e somente se, é conexo por arcos e toda
trajetéria fechada em X é contrativel a um ponto.

Exemplo B.16. Um disco aberto no plano R? (sem
furos) é um espaco simplesmente conexo, pois qualquer
laco tragado em seu interior pode ser continuamente
encolhido até se tornar um unico ponto sem sair do
dominio do disco. Em contrapartida, a coroa circular nao
é um espago simplesmente conexo, pois as trajetOrias
fechadas que envolvem o furo central ndo podem ser
reduzidas a um ponto sem sair do dominio da coroa.
A Figura [I7] ilustra o que foi dito.
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