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E comum, durante os cursos de graduacio, estudarmos o fendmeno da difracio de ondas eletromagnéticas por
sistemas de fendas simples e dupla via teoria escalar da difracdo e a integral de Kirchoff. De maneira alternativa,
analisamos aqui nesse trabalho os padrdes de difragdo de elétrons por uma barreira ou fio delgado de comprimento
variado, com e sem efeito de fase Aharonov-Bohm, via integrais de caminho de Feynman. Neste contexto observamos
o gradativo surgimento e a predominéncia dos diferentes dominios da 6ptica, a fisica e a geométrica, na regidao
imediatamente anterior ao obstaculo, nos levando a um comportamento complementar ao observado na difragao
por fenda simples, em particular, quando o obstaculo torna-se muito maior que o comprimento de onda .
Palavras-chave: Difragdo, Fungoes de Fresnel, Integrais de caminho, Efeito Aharonov-Bohm.

It is common during undergraduate courses to study the phenomenon of diffraction of electromagnetic waves by
single and double slit systems via scalar diffraction theory and the Kirchoff integral. Alternatively, we analyze here
the diffraction patterns of electrons by a barrier or thin wire of varied length, with and without Aharonov-Bohm
phase effect, via Feynman path integrals. In this context we observe the gradual emergence and predominance of
the different domains of optics, the physical and the geometric, in the region immediately before the obstacle,
leading to a behavior complementary to that observed in simple slit diffraction, in particular, when the obstacle

An analysis of the diffraction of electrons by a thin wire of varied length with and without Aharonov-Bohm

!Universidade Federal do Espirito Santo, Centro de Ciéncias Exatas, Departamento de Fisica, 29075-910, Vitéria, ES, Brasil

becomes much larger than the wavelength A
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1. Introducao

Apés o trabalho de L. de Broglie [1] sobre o principio da
dualidade onda-particula, Davisson e Germer [2], confir-
maram a natureza dual do elétron por vias experimen-
tais. O problema quantico de difragdo e interferéncia
de particulas massivas também foi discutido por R.P.
Feynman [3}/4]. Décadas mais tarde, Roger Bach et al. [5]
demonstraram a plena realizacdo experimental do meca-
nismo idealizado por Feynman em [3]. Outra observacao
experimental pioneira foi feita por Jonson em 1961 [6]
estendendo a analise da difracdo por multiplas fendas em
1974 [7]. E na década de 70 do século passado que ocorre
a primeira prova experimental da difracdo quéntica de
elétrons individuais [8,9] que mais tarde, e de forma in-
dependente, também foi confirmado por outros trabalhos
importantes [5,(10]. J& em 2012, Rodolfo Rosa [11] exami-
nou o experimento proposto por P. G. Merli et al. em [9],
colocando-o em um contexto histoérico e discutindo suas
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implicagoes filosoficas. Com os artificios modernos e pra-
ticos que a nanotecnologia proporciona [12] , S.Fribboni
et al. [13] construiram fendas em escala submicrométricas
de modo que as experiéncias de interferéncia e difracao
de elétrons pudessem ser feitas mesmo com um microscé-
pio eletronico convencional. Somado a isso, experimentos
de fenda foram realizados com néutrons [14], atomos
ultrafrios [15], 4tomos de Hélio [16] e com moléculas
pesadas, como o Cgo e 0 C7g [17HL19]. M. Gondran e A.
Gondram [20] apresentaram uma simulagido numérica do
experimento abordado em [15] e usando o método das
integrais de caminho de Feynman calcularam a fungao
de onda dependente do tempo e as trajetérias na inter-
pretacao de Broglie-Bohm.

Em [21], Xiang-Yao Wu et al. examinam a difragdo
de neutrons por uma e duas fendas com particular aten-
¢ao para néutrons frios. Aplicando a representacido de
Schrodinger em consonancia com o teorema integral de
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Kirchhoff, eles encontraram duas expressoes para a in-
tensidade observada. A primeira expressao decorre de
um estado de superposigao coerente, isto é, uma simples
combinacgao linear das func¢bes de onda emergentes de
cada uma das fendas, desconsiderando assim quaisquer
interacdes entre o sistema e o meio onde esta inserido.
A segunda expressao surge também de uma combinagéo
linear das fungoes procedentes de cada fenda, porém sao
acompanhadas por estados que denotavam a influéncia
do meio exterior. Os autores puderam entao constatar
que ao considerarem a superposi¢ao coerente o resultado
tedrico apresentava certa discrepancia com os dados ex-
perimentais apresentados em [14]. Essa diferenca pode
ser eliminada quando se considera o mecanismo de desco-
eréncia. A. S. Sanz e F. Borondo [22], também avaliaram
os resultados de [14], com o objetivo de obter uma melhor
conformidade entre a teoria e o que foi medido.

Em trabalho recente [23], seus autores afirmam que
um feixe luminoso ao adentrar por uma fenda (cujas
dimensoes sdo comparaveis com a ordem de grandeza
do comprimento de onda do feixe de particulas em ques-
ta0) mostra no anteparo um alargamento desse feixe e
sua penetracdo na regiao de sombra geométrica, acompa-
nhado do surgimento de franjas de interferéncia claras
e escuras nas proximidades do limite da sombra, tipicas
do fenémeno de difragao. Esse fenomeno, que se estende
para um feixe de elétrons (na referéncia [24], o leitor
encontrard uma interessante discussao sobre a natureza
do elétron, assim como em [25], onde sdo discutidos dois
experimentos que lidam, didaticamente, com a natureza
ondulatéria da luz e da matéria), também se manifesta
quando a onda incide sobre um obstaculo com dimen-
sbes comparaveis ao seu comprimento de onda. Nesse
ponto temos a seguinte questao: o que ocorre quando
a dimensao do objeto é muito maior, muito menor ou
aproximadamente da mesma ordem de grandeza do com-
primento de onda do feixe de particulas ?

A proposta deste trabalho é encontrar, usando a repre-
sentacao das integrais de trajetéria da Mecanica Quantica
(MQ) [26L/27] os padrdes de interferéncia gerados pela
incidéncia de elétrons sobre um obstaculo delgado, com e
sem efeito de fase Aharonov-Bohm (AB). Em [28], o autor
demonstra que certos paradmetros fisicos, em particular
os numeros de Fresnel, estardo diretamente vinculados
as formas gréaficas dos padroes de interferéncia e difracao,
por fenda simples e dupla, o que nos leva a diferentes regi-
mes Opticos. Ele apresenta analiticamente as expressoes
das intensidades dos elétrons sobre a tela de observa-
¢ao e a partir dela, faz algumas aproximagoes baseadas
no comportamento assintético das funcoes de Fresnel,
proporcionando-nos assim um entendimento mais refi-
nado das curvas de interferéncia dentro do espectro de
cada um desses regimes. Parte dessas consideragdes tam-
bém serao atribuidas ao nosso modelo, nos permitindo
avaliar de maneira simples e didatica as curvas de inter-
feréncia com base na relagdo direta entre o comprimento
de onda do elétron e o tamanho caracteristico do obsta-

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 2, e20180228, 2019

Uma anélise da difragdo de elétrons por um fio delgado de comprimento variado...

culo que, ao variar, denunciam os diferentes dominios da
Optica, isto é, a fisica e a geométrica.

2. O hipotético experimento de
interferéncia e difracao

Vamos considerar nesse trabalho o modelo conceitual
originalmente concebido em [4] e revisitado com maiores
detalhes em [28-30]. Assim, vamos estudar o movimento
em duas regides: a primeira, partindo da fonte para as
regides que denominamos de semi fendas (+), no inter-
valo de tempo T, e a segunda, partindo destas para a
tela durante o intervalo de tempo 7. A partir dai, vamos
determinar a funcao de onda para um elétron, que sai da
fonte em (z =0,y =0,z =0) em t = 0, e chega a tela,
na posigao (z,z = D+ L) no instante t = T+ 7, sabendo
que o mesmo atravessa uma regiao intermediaria em
(w,z2 = D), com —0 < w < —be+b < w < +00 em
t =T (conforme pode ser visto na Fig. 1). A julgar pelas
regras da MQ, nao haveria nenhuma razao para separar
o movimento em duas partes independentes, uma vez
que nao é conhecida a posicao da particula no instante 7.
Isto é, pelo principio da incerteza, nao é possivel afirmar
com precisao absoluta o momento em que a particula
atravessa as semi fendas. No entanto, como em todas as
demais referéncias [28-34], esta abordagem semi-cldssica
é razoavelmente apropriada ao estudo desse problema.
Isso se justifica uma vez que, na direcao z o elétron tem
como componente de momento linear p, = K, i, com
K. a componente do vetor de onda nesta direcio, que
estd relacionada a componente da velocidade classica
v, = D/T = L/T com D supostamente muito maior que
as dimensbes consideradas na direcdo z, isto é, (z,b)
< (D, L). Além disso, é suposto que o comprimento
de onda A, que por sua vez é aproximadamente igual
a sua componente na diregio z, A ~ A, = 27 hi/(mwv,),
é muito menor que as distancias D e L (A < (D, L)).
Dessa forma, na direcdo z, o movimento é aproximada-
mente classico.

Formulado por R. Feynman [35] em 1948, o conceito de
integral de caminho baseia-se em um artigo de A. P. M.
Dirac [36]. Sua proposta fundamentava-se no principio de
minima acao quantica: A amplitude de transicio sobre
os estados |a) e |b) de um sistema qudntico-mecinico é
a soma das contribuicoes elementares, uma para cada
trajetdria, passando em |a) no instante t,, e em |b) no ins-
tante t,. Cada uma dessas contribuicdes possui o mesmo
madulo, porém sua fase € a acao classica S para cada
caminho” [4]. Esse principio é traduzido pela seguinte
expressao:

Kla-sb)= [ exp (hs) D), (1)
em que

b
Su(b,a) = / Clq.4.1) dt. (2)
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e D[z(t)] é conhecido como a medida de Feynman [37].
A integral que define K(a — b) é chamada de Integral de
caminho ou propagador de Feynman [4].

Considere Ky o propagador livre associado a dindmica
dos elétrons na auséncia de quaisquer interagoes, em

Ko(FH),0) — Ko(w,T;0,0) =

€20180228-3

cada subintervalo do movimento. Com base na Fig. [1] o
propagador da fonte a cada uma das semi fendas (£) é
dada por,

= (grirr

<2m'h(

m )1/2e (im|F(i)_O|2)
X N )
tpe) —to) p 20 (tpe) —to)

)" e (;’Z(“2;D2)>. 3)

Os propagadores do plano das semi fendas a tela serdo dados por

ICO(X'(i),F(i)) — Ko(z, T+ 1;w,T)

B m

n ( 2mihT

Em 1979, D. H. Kobe [29], argumenta que a represen-
tagao por integrais de caminho proporciona uma maneira
muito natural de lidar com a difragao, ja que a amplitude
de probabilidade total de um elétron propagar-se de um
ponto ao outro no espago-tempo é dado em termos de

Ry, ()W) = { )

( m )1/2 . im |X/(i) _ F(i)|2
. xp| e |
27Tlh(tx/(i) _tF(i)) P 2h (tX(i) _tF(i))

)1/2 o (zm (L + (&2 ]sz))) . (4)

2h T

uma soma de amplitudes, uma para cada caminho indivi-
dual, com caminhos proibidos devido as barreiras sendo
facilmente excluidos dessa soma. Podemos representar
o obstéculo e as regides de semi fendas (+) através da
funcao,

0 se b<w<0, 0<w<+b,
se —oo<w< —b, +b<w<+4o00. (5)

As fungoes de onda emergentes de cada uma das semi fendas (+) sa escritas como,

H) () = / Ko(XE, FENR ) 4y (w)Ko(FE), 0)dw . (6)

Nota-se que a fungao N[_; 4 (w) é responsével por fixar os limites de cada integral, limitando as possiveis trajetérias
ao longo do eixo do obstéculo. Podemos escrever as fungoes de onda emergentes das regioes abertas da seguinte

- 2b ’

Figura 1: Representacdo grafica do aparato com a fonte e os respectivos eixos, do obstaculo (um fio delgado) e da tela de observac3o.
Os segmentos tracejados denotam os chamados caminhos cléssicos, isto é, aqueles que extremizam a acio, Eq. , assumidos pelas
particulas, sendo ¥(T) e U(7) a5 funcdes de onda emergentes de cada uma dessas regiGes.
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maneira

(
2

vt < Teweeo o) vis (@] - e(6) (@] |
Zowceen ] [e(@) e (@) +ifs () -5 (4)] |,

_ \/?Nei(f-&-ﬁ) {AC (C(i)> +iAS (C(i))} ,

com os fatores multiplicativos e os termos nas exponenciais dados por
pares de seus argumentos, convergindo para os seguintes

valores quando tomados os limites

(£)
2

(7)

N_<m) ,,_m(l 1)
B 2mihT T "o 2n\T )7
D2 L2 m a2
— m (L7 L () _
§=exp {in(T + T):|719 _2ﬁ(T+T)(8)

Integrais de funcoes trigonométricas com argumentos
que sao polindémios de grau dois, presentes na eq. sao
denominadas de integrais de Fresnel dessas respectivas

fungoes, sendo representadas por

C(::)l
ey = [ eos (FC)) ac (on)
C(Qi)l
Sy = [ s (5 €2) ac . (o)

Ambas sdo integrais resolvidas numericamente, conforme
[38-40]. Da Fig. |2} percebemos que essas fungdes sdo {m-

Jim c) = #1/2, (10a)
Jim S@) = +1/2. (10b)

Essas fungbes eram calculadas através da espiral de
Cornu [4], uma curva gerada por uma representacio pa-
ramétrica de S(¢) e C({) no plano complexo, como pode
ser visto na Fig. 3.

Também conhecida como radidide de arcos, clotéide
ou espiral de Euler, essa curva foi descoberta por Euler
em 1744 e utilizada mais tarde por M. A. Cornu como au-
xiliar no estudo da teoria da difragdo de Fresnel, com seu
conceito usualmente aplicado na elaboracao do desenho
geométrico de rodovias e ferrovias [41H43]. Luis Blanch

et al. fizeram um estudo pormenorizado e muito
didatico sobre essa curva. Partindo das propriedades ge-

ométricas que definem uma Clotdide, eles obtiveram sua
equacdo a partir das integrais de Fresnel (definidas

-10

]
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Figura 2: Comportamento das funcées de Fresnel.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0228

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 2, e20180228, 2019



Assafrao e cols.

0.5

0.0

7 FresnelS(4)

-0.5

—0.5 0.0 0.5

FresnelC({)

Figura 3: A representacdo paramétrica das funcdes de Fresnel
no plano complexo s3o as espirais de Cornu.

em e ), representando geometricamente certas
caracteristicas encontradas e alcancando uma aproxi-

magao numérica para a mesma. Em [45,/46] podemos
encontrar trabalhos que lidam com as fungoes de Fresnel
em suas mais diversas formas e aplica¢bes em problemas

PE () = ¥E (2)eH)(2),

1
9N(D + L)

<H

Para fins praticos, ainda nao discriminamos as formas
dos argumentos das funcoes de Fresnel presentes nas Eq.
e Eq. (12)), pois exploramos configuracdes geométricas
distintas que auxiliardo no entendimento do problema.

€20180228-5

de espalhamento em Fisica Optica.

De acordo com o principio de Huygens, quando a onda
incidente chega ao eixo obstaculo, todos os pontos perten-
centes as regioes abertas (£) tornam-se fontes de ondas
secundérias (incluindo os pontos que fazem parte dos
extremos do obstdculo), emissoras de novas ondas coe-
rentes, cuja amplitude resultante é dada pela Eq. ,
quando consideradas cada uma delas isoladamente, como
mostra a Fig. [

As ondas provenientes desses pontos, ao se propagarem,
combinam-se entre si gerando um padrédo de interferéncia
sobre a tela cuja forma dependerd da relacdo entre as
dimensdes do obstaculo 2b e do comprimento de onda A
do feixe (ver Fig. [1). Esta relacdo se traduz matematica-
mente através do chamado niimero de Fresnel,

[N}
(=
[ V)

Nrg(b)

(11)

>
~

O obstaculo possui superficie perfeitamente polida, nao
havendo qualquer tipo de interagao e, portanto, os elé-
trons ao colidirem sobre ele, sofrem um espalhamento
elastico preservando seu comprimento de onda. O mo-
dulo ao quadrado das fungées ¥(+)(z) na Eq. (7, nos
fornecem as intensidades de difracao para cada semi
fenda,

(02 <<{1(+);2()}) +5° <C{1(“42”}>)

1
¢ <§{1<+>;2<>}) FS <C{1<+>;2<>}) T3

. (12)

Na primeira delas, idealizamos um aparato com uma
unica fenda centrada em =z = 0 e extremamente grande,
ao ponto de nos permitir aplicar os limites dados em

(10a) e , convertendo a Eq. em,

Po = ZM5+LMg&[Qmo—ceo)e+cuo—svo)j,

1
2\ (D + L)
1
AD+1L)’

A partir disso, examinamos o caso particular descrito ge-
ometricamente por uma borda reta (semi fenda), cuja pa-
rede se estende de (—o0, 0] ¢ abertura que vai de (0, +00).
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Isso implica adotar os limites,

AP S 4o, (14a)
G = P =-/& e, (14b)
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A A

)

Figura 4: Representacio grafica do aparato com a fonte emissora de ondas esféricas (secdes circulares no plano zOz). Sobre o
eixo do obstaculo, nas regides de semi fendas, sdo representados alguns pontos que pelo principio de Huygens, agem como fontes

secundarias.

considerando os parametros,

7751—1—% — p=n-1. (15)
P 2

(+) 0 il

P (z) 2{[1/2 C< ST

Po
2
Esta equagao nos chama a atencéo para alguns pontos
interessantes, em particular aqueles que, se a Optica geo-
métrica fosse estritamente vélida, integrariam a regiao

de sombra, isto é, de intensidade nula. Vejamos o que
ocorre no limite geométrico da abertura,

Po
2

2
1/2+5(0)] }: % (17)

1/2+c< =

PH@=0) = 1/24C(0 )]

_|_

A medida que penetramos a regiao de sombra, com =z
assumindo valores negativos, a intensidade cai gradu-
almente até se anular (r — —o0). Em contrapartida,
quando x se torna positivo (regido geométrica de ilumi-
nagdo), ela aumenta, assumindo um valor méximo em
aproximadamente 1.37, para em seguida cair, flutuando

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 2, e20180228, 2019

)

Empregando (|14a)) e (14b)) como argumentos das fungoes
de Fresnel na Eq 1.' (para PH ), podemos avaliar
analitica e graficamente o comportamento da intensidade,

ve-s(+fiz) |
1/2+S<\/Ex> } (16)

em torno de um valor constante, e por isso, adquirindo
um aspecto gréfico serrilhado visto na Fig.

2

lim P (z) = Py. (18)
Tr—r00
Note que neste caso, o conceito usual de fenda finita e
mensuravel com respeito a A se perde e diferentemente do
que pode vir a ocorrer nos casos de fenda simples e dupla
cujos padroes de interferéncia dependem fortemente da
relagdo entre as dimensdes das fendas, distancias entre
elas e de A\, em diferentes regimes épticos, sua forma
se preserva. Isso fica claro ao variarmos o pardmetro
adimensional 7, a intensidade é redistribuida, ficando
comprimida (L < D) ou distendida (L > D), e neste
caso a regiao “iluminada”vai se estendendo ainda mais
fundo para valores de x negativo. Mesmo assim, seu as-
pecto serrilhado, caracteristico do regime de Fresnel [47],
se mantém.
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Figura 5: Padrdo de difracdo por uma borda reta, mostrando as oscilacdes de intensidade em torno de Py, para x, graduado em

unidades arbitrarias de comprimento, crescente.

Assim como no tradicional experimento de fenda dupla,
a amplitude de transi¢do ou funcdo de onda total sobre a
tela de detecgdo é, em geral, obtida pela simples adigao
das amplitudes correspondentes a cada uma das regides
de fenda (abertura). Logo, a fun¢do de onda total seréd,
pelo principio da superposigao

V() = ¥ (@) + 0 (),
Y ESIYRIGE [(c () —c(d?)+1)

+i (S (g§‘>) -S (c{“) + 1)} 7 (19)

cujos argumentos das fungdes de Fresnel sao, agora, dados
por,

= VNp()n (1— bf7> : (20a)

N O <1 - bxn) .

Contudo, ressaltamos o fato que a Eq. nao descreve
completamente o sistema. De acordo H.Yabiki em [48],
tal como em seu experimento de fenda dupla, as fun-
¢oes de onda W(z), U+ (x) e W(-)(z), pertencentes a
diferentes espagos de Hilbert, sdo tidas como solugoes

| (@) e

(20b)

iy, y(z)

da equagao de Schrodinger para diferentes condigoes de
contorno. Desta forma, para corrigir este detalhe deveria-
mos levar em consideracao a contribuicao de caminhos
ex6ticos, como aqueles associados a possibilidade da par-
ticula circular o obstaculo varias vezes antes de atingir
a tela. Porém, o modelo em que trabalhamos recorre a
simplicidade, descartando essas contribui¢oes, uma vez
que, segundo Yabiki, o peso probabilistico desses even-
tos é relativamente desprezivel. Para uma compreensao
mais fina sobre este assunto, recomendamos as referén-
cias [49-55], onde os autores examinam as contribuigdes
de caminhos néao classicos em sistemas de fendas dupla e
tripla.

3. Perfis graficos da difracdo do modelo
proposto

Ao extrairmos o médulo ao quadrado da Eq. , obte-
mos as intensidades sobre a tela [56],

Pa) = e + e[

+ (qj(*)*\p@r) + \p(+)*qj(*)) , (21)

com a parcela de interferéncia dada por,

) )+ (o) o) )

(e (@) e () +s (@ )e(d) | @

Com a soma das Eq. e Eq. na Eq. , Somos
capazes de tracar graficamente os padroes de difracao
dos elétrons frente ao obstaculo rigido e delgado, fixando
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valores para alguns pardmetros como 7, por motivos ja

discutidos na secdo 2] Fig.[5] e flutuando outros.
Quando discutidos os padrdes de difragdo em [28-34],

é suposto implicitamente que os objetos interpostos no

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 2, e20180228, 2019
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Figura 6: Curvas de interferéncia geradas pela obstrugdo parcial da frente de onda de matéria por um fio delgado de tamanho
variado. As abscissas s3o as distancias dadas em unidades de b, com as ordenadas representando as intensidades.

caminho da onda desempenhavam um papel passivo, isto
é, apenas interrompiam uma parte da frente de onda, sem
adicionarem por si mesmos nenhuma nova onda. Com tal
hipotese, os efeitos de difragdo observados sao devidos
exclusivamente a distor¢do do movimento ondulatoério
incidente. Como j& mostrado na Fig. [d] cada ponto da
frente de onda que chega as semi fendas (+) funciona

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 2, e20180228, 2019

como uma fonte secundéaria coerente. Dessa forma, a dife-
renca minima de caminho éptico entre elas (com relagao
a um ponto X sobre a tela), estd associada as fontes se-
cundarias mais préximas, situadas nas extremidades do
obstaculo (A4’, B’), como pode ser visto na Fig. Iﬂ Logo,
se o comprimento de onda incidente é maior que 2b, sera
também maior que Ar(¥). Considerando que as ondas,
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Figura 7: Esboco do aparato evidenciando a menor diferenca de caminho éptico.

nas aberturas, estdo inicialmente em fase, para além do
anteparo elas vao todas interferir construtivamente em
diferentes niveis, mas sé interferem construtivamente por-
que a diferenca de caminho 6ptico (ou diferenca de fase)
vai ser sempre bem menor que um comprimento de onda,
qualquer que seja o ponto X.

Percebemos claramente nos casos em que Np(b) < 1
e Np(b) <1, que as intensidades, apesar de pequenas
em alguns trechos, ndo sdo nulas. O que significa dizer
também que essas regioes sao iluminadas, pois a onda
foi capaz de contornar todo o objeto e, portanto, pene-
trar por completo para além dos limites geométricos do
obstéaculo. Neste cendrio, dizemos que ocorreu difragao
total da onda, prevalecendo a 6ptica ondulatéria . Porém,
a medida que b aumenta o aspecto de onda estaciona-
ria (nas regides abertas) se perde, ao mesmo tempo em
que hé a formagao de uma regiao escura por detras do
objeto, denunciando que a probabilidade de encontrar
elétrons ali é nula ou quase nula nas regides préximas as
bordas (ver Fig. [5|e Eq. ) Assim sendo, a zona de
interferéncia destrutiva vai adquirindo os contornos do
objeto denunciando o que chamamos de difracao parcial
da onda, com predominéncia da sombra geométrica (no
dominio da éptica geométrica) na regido imediatamente
anterior ao obsticulo, a medida que nos aproximamos
do limite % — 0.

No Cap.(33), secdo (6) da Ref. [57], sdo comparados,
qualitativamente, os padrdes de difragdo (por luz) no
regime de Fresnel de um disco opaco com o de uma aber-
tura circular, dizendo que ambos sdo complementos um
do outro. Isto se torna bem evidente ao compararmos a
Fig. [f| com as Figs.(5, 6) da Ref. [58] e, especialmente, a
Fig. (3-c) da Ref. [28]. Este fato nos remete ao chamado
principio de Babinet, e para maiores detalhes sobre o as-
sunto indicamos a Ref. [59], onde o autor aborda, tedrica
e experimentalmente, a difracdo de ondas gaussianas por
um fio delgado sob o ponto de vista da aplicabilidade
deste principio.
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4. Os padroes de interferéncia e difracao
somados ao efeito de fase
Aharonov-Bohm

O trabalho que inaugurou as discussoes sobre os efeitos
locais dos potenciais eletromagnéticos surgiu em 1948, em
uma atividade conjunta de Ehrenberg e Siday [60]. Apro-
ximadamente uma decada depois, em 1959, Y. Aharonov
e D. Bohm [61] causaram grande surpresa e controvérsia
ao demonstrarem que, no cenario da MQ, os potenciais
eletromagnéticos poderiam ter consequéncias observaveis
sobre particulas carregadas como o elétron, ao atraves-
sarem regioes em que os campos, elétrico e magnético,
fossem nulos. Observaram assim que, na teoria quantica
0s potenciais eletromagnéticos possuiam um significado
maior do que aquele que lhes eram atribuidos no dominio
classico da Fisica. Um tratamento com maior riqueza
de detalhes sobre o assunto é dada por estes autores na
Ref. [62], respondendo a uma série de questionamentos
contrarios as conclusdes mencionadas em [61].

No eletromagnetismo classico, os campos sao quanti-
dades mensuréveis e o conceito de forca é fundamental,
enquanto que seus potenciais sao meras construcoes ma-
tematicas sujeitas a transformacoes de calibre. Porém,
ao tratar a dindmica de sistemas quanticos, a equagao
de Schrodinger nao envolve forgas e campos e é necessa-
riamente expressa em termos dos potenciais vetor e/ou
escalar, o que os eleva ao status de quantidades funda-
mentais. Na Ref. [63] os autores introduzem de maneira
simples, os conceitos de alguns eventos de natureza pu-
ramente quénticas, como o efeito Aharonov-Bohm (AB).
Geralmente investigado em termos de teorias de calibre
abelianas |[60H62] com campos eletromagnéticos estaci-
ondrios, M.Bright e D.Singleton [64] estudam o efeito
AB dependente do tempo para campos de gauge nao-
abelianos [65]. Eles fizeram uso de solugdes dependentes
do tempo bem conhecidos para as equagdes de campo de
Yang-Mills e investigaram a mudancga de fase AB.

A partir de 1960, com o trabalho de Chambers [66]
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dé-se inicio a uma série de verificacbes experimentais do
Efeito Aharonov-Bohm [67H69]. O caso em que é empre-
gado um solenoide (suposto) infinito tem sido largamente
explorado em estudos tedricos [31}/70-72], fato que nos
motiva também ao uso dessa ideia neste trabalho. No
entanto, ndo deixamos de aludir sobre as dificuldades
praticas em reproduzir um solenoide infinito, e por con-
sequéncia disso, o dificil confinamento total do campo
magnético em seu interior. A fim de evitar esse impasse,
Tonomura et al. |[73H75], em seus estudos experimen-
tais, empregaram magnetos toroidais que encerraram por
completo o campo magnético. Uma anélise matemaética
rigorosa do efeito AB com magnetos toroidais sob as
condicoes experimentais de Tonomura et al. é feita na
Ref. [76].

Em 1984, M. V. Berry [77] demonstra por meio da
equagao de Schrodinger que, se o sistema é preparado em
um autoestado nao degenerado do Hamiltoniano apds
uma evolucdo adiabatica ciclica, ele retornara ao seu es-
tado original acompanhado por um fator de fase formado
por duas parcelas: uma contribui¢do dinamica associada a
energia do sistema e uma contribuicdo geométrica ligada
ao caminho tragado no chamado espaco de parametros.
Ainda neste trabalho, Berry verifica que o efeito AB pode
ser interpretado como um exemplo de fase geométrica.
Em sequéncia, vieram Y. Aharonov e J. Anandan |7§],
que propuseram uma forma mais geral para a fase geo-
métrica de Berry, a fase Aharonov-Anandan, removendo
a condicao adiabatica de qualquer evolucao ciclica de
um sistema quantico. J. Samuel e R. Bandari [79] de-
ram outro passo importante na teoria aplicando a fase
geométrica de Berry a evolugoes ndo ciclicas e ndo uni-
tarias de sistemas quanticos, baseados no trabalho de
Pancharatman [80] sobre interferéncia de luz polarizada.
Na Ref. [81], Anandan estende a teoria a fases geomé-
tricas nao adiabaticas e nao abelianas. Desse modo, é
importante destacar que efeitos topolégicos quanticos se

Uma anélise da difragdo de elétrons por um fio delgado de comprimento variado...

manifestam nas mais diversas dreas da Fisica [32H88].

Como esbogado na Fig. [8 no interior do cilindro existe
campo magnético B, constante, paralelo ao eixo do so-
lenoide e perpendicular ao plano da pagina. Em um
primeiro momento, o feixe subdivide-se, recombinando-se
num instante posterior em uma regiao sobre a tela. A
funcado de onda recombinada, associada ao estado final
das particulas carregadas, acumula uma fase quantica
extra responsavel pelo deslocamento das curvas de in-
terferéncias observadas no padrao de distribuicao das
intensidades (Fig. E[), consequéncia da presencga do po-
tencial vetor.

A Lagrangiana do elétron pode ser dada em funcao do
potencial vetor e da Lagrangiana na auséncia do campo
magnético, nomeada por £(?), tal como na Ref. [89)

£O = %mkz — L0 1l A, (23)
C

A correspondente mudanga na acdo, para qualquer seg-
mento definido do caminho que conecta os pontos de
coordenadas espago-temporal (X,—1,tn—1) & (Xn,tn) é
dada por

tn
SO(n,n—1) —>S(O)(n,nfl)+g/ A-x dt. (24)
C tno1

Porém, esta dltima integral pode ser reparametrizada,
sendo escrita como

tn Xn
/ A-<dx> dt:/ A-dx, (25)
tn—1 dt X

n n—1

em que dx ¢é o elemento diferencial de linha por toda a
extensao da trajetéria, de maneira que, quando consi-
derada a contribuicao total entre O (onde se localiza a
fonte emissora) a X’ (regiao de interferéncia), tem-se a
seguinte alteragao:

gexp [Z‘S(O)(”h"_l)] . {gexp {W”exp (;i/o /A-dx>. (26)

Isso é verdadeiro para um caminho em particular, passando acima ou abaixo do aparato, obstaculo+solendide.
Portanto, ao considerar a contribuicdo de todos os caminhos possiveis temos o propagador da particula ao deixar a
fonte no ponto O e atingir a tela de interferéncia no ponto X”’, representada por,

K (X0) = / exp {’S(O)(hox)} {exp <;‘i /O YA dx> } D x(1)] . (27)

A amplitude de transicdo ou funcao de onda total é dada pela soma das fungoes \I/f4 5

o \I'EL;B? associados, respectivamente,

com as contribui¢oes das trajetérias que passam por cima e por baixo do aparato, como representado na Fig[g]

assumindo a seguinte forma

\I/AB(Q?) =

Ui (2) + YA, (28)

Trajetérias que ao circularem o sistema se distanciaram muito das trajetérias classicas, serdo ignoradas, uma vez
que pouco contribuem para a amplitude total [48]. Em cada parcela que compoe a fungdo de onda na tela, hd um
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Figura 8: Efeito Aharonov-Bohm: o feixe de elétrons se divide e suas metades passam por ambos os lados de um obstaculo que
oculta um solenoide suposto infinito de raio desprezivel (para efeito representativo, seu esboco é exagerado), com fluxo de campo B
em seu interior.

fator de fase do tipo (% /. g A - dx) que expressa a dependéncia com o fluxo de campo magnético ¢,, no interior do

solenoide. Na regido em que a carga se encontra o campo, dado por B =V x A, é nulo e as integrais de linha de A
acima e abaixo do solenoide dependem apenas dos pontos terminais O e X’ e nao de trajetdrias especificas quando
formado um lago por caminhos diferentes. Assim, as exponenciais que contém A sdo independentes das trajetérias
sob as quais se esta integrando. Com isso, escrevemos as fungoes de onda provenientes de cada ramo como,

; / (£)
exp ({i /(9 A - dx) \Il(i)(a:) ,

e YT @) (g).

+
V@) =

(29)

As distribuigoes eletronicas sobre a tela de interferéncia sdo dadas pelo quadrado do médulo da amplitude de transicao

total (Eq.
2 2 x *
Paplx) = ‘ T () ‘ + ‘ o) () ‘ + (\I/(_) o) g =) ) cos (Pap)
+i (\IJH* v g o) ) sin (Pap) .
(30)
Em relacao a Eq. , percebemos que existem duas parcelas de interferéncia ponderadas por fun¢oes trigonométricas

que guardam informacoes acerca do fluxo. A primeira delas ja é conhecida (ver Eq. )7 com a segunda parcela
sendo representada por
i

| (5 (67) (@) + (s () e ()
“2(e(d)s () s (@)e ()]

Hip(@) = g g \I,H) :

(31)

Essas fungées surgem da combinacao das exponenciais
presentes na Eq. (29)), gerando uma integral de linha
fechada do potencial vetor em torno do obstéculo + sole-
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noide (feita no sentido anti-horario ou trigonométrico de
giro), a qual pode ser identificada como a diferenca de
fase entre as contribui¢des dos caminhos acima e abaixo
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desse sistema chamado de parametro de fluxo
q , ©
— / A -dx+ A-dx |,
hC o X’
= (L) faa

( he ji *

q
o Om-

DB

(32)

Na Ref. [31] D. Shapiro e W. Henneberger introduzem
o efeito de fase AB (padrdo) no experimento de fenda
dupla (com fungao de fenda definida por uma funcao
degrau apesar de ndo coloca-la explicitamente, em uma
clara melhoria do modelo abordado em [29], onde foi
usado fungbes gaussianas para representar as regioes de
fenda) com elétrons na presenca de um whisker E Seus
resultados foram obtidos via método numérico de Rom-
berg na avaliagdo das fungoes de Fresnel. Na Ref. |34],
K. Bradonji¢ e J. D. Swain vao além, assumindo que o
solenoide estd em uma superposi¢do de dois estados ma-
croscépicos correspondentes a correntes opostas de igual
magnitude e que por consequéncia disso, geram campos
magnéticos superpostos (com orientagoes positiva (up)
ou negativa (down)) em seu interior. Salientam que a
informacao sobre o estado do fluxo superposto é aferida
do padrao de interferéncia sem colapsa-lo (a principio, em
um dos estados up ou down), uma vez que este é formado
pelas contribuigoes coletivas das dispersoes eletronicas
repetidas em grande niimero. Esclarecem ainda, que seus
esforcos foram motivados pelas realizacoes experimentais
das referéncias [9091] onde os respectivos autores tratam
sobre o0 assunto empregando anéis supercondutores. Além
de sugerirem aplicagbes na computagdo quantica para
determinar informagoes sobre os estados de qubits [92-95]
armazenados como superposi¢oes de fluxos magnéticos.
Consideragdes relacionadas ao efeito AB e deslocamentos
no padrio de interferéncia (por fenda dupla) via equacio
de Schrédinger, também podem ser encontrados em [96].

A partir da Eq. (30), tracamos diferentes perfis gra-
ficos de difragdo, com efeito de fase AB, preservando a
sequéncia dada na Fig. [6] com o pardmetro de fluxo fixo,
para efeito de comparacao.

Nitidamente, a assimetria causada pela fase AB é mais
proeminente nos casos em que Ng(b) < 1, isto é, nos
regimes de difragdo total, tornando-se menos percepti-
vel a medida que Np(b) cresce e se afasta da unidade.
Como pode ser visto na Fig. [7} se o comprimento de
onda incidente é menor que 2b, serd também menor que
ArE) | com as parcelas e assumindo valores
significativos. Se as ondas estdo em fase nas aberturas,
na zona imediatamente atras do obstaculo elas irdo todas
interferir destrutivamente (ja que diferenca de caminho
6ptico (ou diferenca de fase) vai ser sempre bem maior
que um comprimento de onda), salvo as regides préximas
as suas extremidades, da ordem de poucos comprimentos
de onda, onde ainda sao parcialmente iluminadas (Fig.

Uma anélise da difragdo de elétrons por um fio delgado de comprimento variado...

[OFd), com pequenos desvios AB (Fig. [Ofe) ou desvios
AB inexistentes (Fig. [0}f). Nesses casos, a Eq. se
comporta como a Eq. para Np(b) extremamente
grande.

5. Consideragoes finais e Conclusoes

Motivados por um argumento dado por D.H.Kobe em [29],
abordamos o problema de difracdo de ondas de matéria
(elétrons) por um obstaculo rigido, ndo interagente e
delgado via integrais de caminho de Feynman, alterna-
tivamente a teoria escalar da difracdo via equacao de
Schrodinger e o teorema integral de Kirchhoff. A definigdo
da funcao , nos permitiu, de forma natural, eliminar as
paredes que se estendiam para as regioes além das fendas
na Ref. |31], restando apenas uma das paredes centrada,
que funcionou como o fio delgado interposto no caminho
da onda de matéria. Recuperamos os perfis grificos (Fig.
@, com mais detalhes que os apresentados na Fig. 6 da
Ref. [97], onde o autor apresentou um método novo, para
a época, de diagnostico para medidas de estruturas de
alta densidade em pequenas escalas com plasmas quentes.
Tudo isso a partir de expressdes analiticas, com base
na relacdo entre o comprimento de onda e o tamanho
caracteristico do obstdculo via ntimero de Fresnel Ng(b),
deixando claro o predominio, em cada caso, da éptica
geométrica e fisica na regido imediatamente anterior a
este obstaculo.

Com respeito ao conteido pertinente a teoria tratada
aqui, subdividimos a literatura tradicionalmente adotada
em cursos de graduacao de ciéncias exatas (Fisica, Enge-
nharia e Matemadtica), acerca de sua complexidade, em
dois grupos: (I) ministradas ao ciclo bésico [47,/57,98];
(IT) destinadas as disciplinas mais avangadas, como o
Eletromagnetismo [99], Optica [100] e Mecanica Quan-
tica [89]. Em ambos os grupos os autores apresentam, de
uma maneira ou outra, o fenémeno da difracdo e inter-
feréncia de luz (e elétrons) por fendas simples e dupla,
incluindo a difracdo por uma borda ou parede semi infi-
nita, recuperado na secio [2] - Fig. [f] porém, nada dizem
sobre o comportamento deste tltimo mediante variagao
do parametro 7, isto é, nao ha qualquer comentario sobre
o efeito produzido sobre este padrao mediante variacao
das distancias relativas entre os eixos da borda e da tela
de difracao, evitando assim, qualquer conclusao equivo-
cada que o estudante venha a ter. O mesmo pode ser
dito em relagdo ao esbogo dos graficos de difracao por
um obstdculo delgado (Fig. @, comparativamente a A,
0 que tornaria visualmente claro a eles, que fenémenos
ondulatoérios e de interferéncia ndo se limitam apenas a
fenda simples ou dupla, reiterando assim, o argumento
dado na introdugdo do trabalho de Daniel et al. [23]. E
valido dizer também, que a representagao das integrais de
caminho é perfeitamente cabivel ao problema de difragao
por fenda retangular (ou genérica) feito em [23], bastando
para isso que o leitor reescreva adequadamente a fungao

1Em inglés significa cerda ou fio de bigode; no presente contexto toma-se por um filamento delgado de ferro magnetizado.
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Figura 9: Curvas de interferéncia e difracdo geradas pela obstrucdo parcial da frente de onda de matéria com efeito de fase AB. As
abscissas s3o as distancias dadas em unidades de b, com as ordenadas representando as intensidades.

dada pela Eq. e construa corretamente os propagado-
res associados a cada etapa do movimento (como na Eq.
e na Eq. ().

Ao longo do tempo, uma série de trabalhos envolvendo
interferometria em sistemas de fenda dupla empregavam,
figurativamente, um solenoide na regido entre fendas

(atrds de um obstdculo) 34]. O mesmo ocorre na
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secao |4] desse trabalho, ao posicionarmos um solenoide
na regiao imediatamente anterior ao fio, de modo que
seu raio sempre obedecerd a condigdo s, < 2b, nao
nos causando assim, nenhum prejuizo conceitual. Isto
nos permitiu, a partir da Eq. (30)), extrair os perfis grafi-
cos de interferéncia somados aos efeitos de fase AB com
diferentes niveis de assimetria, conforme variava-se o com-
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primento do fio (ver Fig. E[), inéditos até entao, que por
sua vez, podem ser usados como recurso complementar no
estudo do Cap. (2), secdo (2.6), da Ref. [89] (grupo (II)).
No entanto, ficou claro que a partir de Ng(b) > 1 torna-
se dificil a tarefa de distinguir as assimetrias do efeito
AB (devido a formagéo de sombra e a predominancia das
parcelas associadas as regides abertas (+) na Eq. (30)), e
portanto, neste regime o modelo deixa de ser o mais indi-
cado para esse tipo de analise. Algo semelhante ocorrera
em relagdo aos padroes de difragdo e interferéncia por
fenda dupla, discutidos na Ref. [2§], nos regimes de Fres-
nel e Fraunhofer com fases separadas quando adicionados
os efeitos de fase AB. Nestes casos, em particular no pri-
meiro regime (admitindo que o tamanho das fendas seja
muito maior que A, com a parede entre elas muito maior
que as préprias fendas), surgird uma regido de sombra
(semelhante a Fig. @f) entre as porgoes iluminadas, com
quase imperceptiveis assimetrias nos limites geométricos
das fendas em virtude da insignificincia dos valores assu-
midos pelas parcelas de interferéncias. Logo, assim como
na Fig. [O}H, este regime ¢ igualmente nio recomendével
as observacoes do efeito AB, e sobre isto, curiosamente,
nada foi dito nas Refs. [29]/31]. Nesta perspectiva, o leitor
poderd se certificar também que ao aplicar o efeito AB
superposto descrito por K. Bradonji¢ e J. D. Swain ao
modelo proposto na Fig. [§] e recorrendo ao nimero de
Fresnel Ng(b), serd capaz de construir graficamente as
configuragoes das intensidades em diferentes regimes e
combinagoes de fluxo, semelhantes as Fig. 3 e Fig. 4 da
Ref. [34] para Np(b) > 1, porém, bem diferentes quando
Np(b) < 1.

Nesses ultimos anos, com o avanco crescente da tec-
nologia, trabalhos tedricos e experimentais que tratam
mecanismos em escalas micro e nanométricas sao cada
vez mais possiveis [101H103]. Em [104] os autores lidam
com experimentos envolvendo a manipulagdo e trans-
missdo de luz por fendas de mesma ordem ou de ordem
menor que o comprimento de onda do feixe incidente.
Em [105], s@o investigadas o comportamento de ondas
plasmoénicas superficiais por fenda dupla, e como elas
podem ser afetadas pela variacdo do tamanho da parede
entre essas fendas (isso se torna nitido em nossas ima-
gens, Fig. [f] e Fig. 0] para efeitos decorrentes da difragdo
por essa parede isoladamente). Contudo, em um dado
momento, a confec¢gdo de nano fendas ou mecanismos
similares torna-se dificil ou impraticavel para fins experi-
mentais, e tal como em [106], dadas certas circunstancias,
a largura das fendas podem contribuir muito pouco nas
medidas aferidas, corroborando para ado¢ao de modelos
com uma simples barreira como obstaculo.

Por fim, esperamos ter esclarecido de maneira contex-
tualizada um pouco mais sobre os aspectos fundamentais
da Fisica, no que diz respeito a Optica geométrica e fi-
sica, apresentadas nas muitas referéncias citadas ao longo
deste trabalho.
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