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Resumen

Ante la necesidad de desarrollar investigaciones que informen sobre elementos clave para mejorar los programas
de actualizacion en la ensefianza de las matematicas a través de la modelacion, se llevo a cabo una investigacion
cualitativa, longitudinal, basada en un estudio de caso. El trabajo se enfoca en el analisis de la evolucion del sistema
conceptual de un profesor de matematicas, al estar inmerso en un programa de actualizacion docente enmarcada
en la perspectiva de modelos y modelacion. Para este estudio se disefid un programa de actualizacion docente
multiestratos, el cual involucrd interacciones entre estudiantes, profesor e investigadores. El programa se enfocé
en promover la evolucion del sistema conceptual del profesor al disefiar, implementar y evaluar una secuencia de
desarrollo de modelos orientada a apoyar el aprendizaje de la funcion exponencial en estudiantes universitarios de
primer semestre. Los sistemas conceptuales generados por el profesor se caracterizaron con base en tres
dimensiones: instruccional, de contenido matematico e historica. El analisis multidimensional permitio6 identificar
que al participar en el disefio e implementacion de una secuencia de desarrollo de modelos el profesor se involucrd
en procesos de refinamiento iterativo entre el disefio de la secuencia, y las dimensiones de su sistema conceptual.
Ademas, se concluyd que el enfoque multiestratos puede ser un medio para promover la evolucion del sistema
conceptual de un profesor.

Palabras clave: Sistemas conceptuales. Secuencia de Desarrollo de Modelos. Multiestratos. Modelacion.
Actualizacion docente.
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Abstract

Given the need to conduct research that informs key elements for enhancing professional development programs
in mathematics teaching through modeling, a qualitative and longitudinal investigation was undertaken, grounded
in a case study. The study is focused on analyzing the evolution of a mathematics teacher’s conceptual system
while immersed in a teacher development program within the theoretical reference of the models and modeling
perspective. For this study, a multitiered teacher development program was designed, fostering interactions among
students, teachers, and researchers. The program was centered on promoting the evolution of the teacher’s
conceptual system through the design, implementation, and evaluation of a model development sequence aimed
at supporting the learning of exponential function among first-semester university students. The teacher’s
generated conceptual systems were characterized along three dimensions: instructional, mathematical content, and
historical. The multidimensional analysis revealed that active involvement in designing and implementing a model
development sequence engaged the teacher in iterative refinement processes between sequence design and the
dimensions of their conceptual framework. Furthermore, the study concludes that the multitiered approach can
serve as a means to promote the evolution of a teacher’s conceptual system.

Keywords: Conceptual systems. Model Development Sequence. Multitier. Modeling. Teachers’ professional
development.

1 Introduccion

La ensefanza y aprendizaje de las matematicas a través de la modelacion se ha vuelto
un tema cada vez mas crucial en los distintos niveles educativos. Esto se debe a la creciente
relevancia de las matematicas en la vida cotidiana de las personas y en su desarrollo como
ciudadanos informados (Borromeo Ferri, 2021; Garfunkel; Montgomery, 2019). A pesar de esta
importancia, llevar la modelaciéon matematica al aula presenta un desafio para los profesores
(Corum; Garofalo, 2019; English, 2021).

Entre los diferentes obstaculos o retos para implementar la modelacion en el aula,
English (2021) destaca la complejidad de significados atribuidos a la modelacion matematica.
Otro desafio radica en como los profesores interpretan y dan sentido a este enfoque en el entorno
educativo (Montero-Moguel; Vargas-Alejo, 2022; Vargas-Alejo; Montero-Moguel, 2023).
Ademas, Lewis (2016) sefala que a menudo la actualizacion docente se limita a talleres que
dejan al profesor la tarea de profundizar en los conocimientos, y aplicarlos, por si mismos, en
sus practicas. Aunque este tipo de talleres pueden funcionar para apoyar el aprendizaje de
diferentes tipos de conocimientos, pueden ser un desafio para impulsar la ensefanza de
matematicas a través de la modelacion, porque esta requiere que los profesores refinen sus ideas
a medida que disefian, implementan y evalian sus actividades instruccionales (Doerr; Lesh,
2003). Por lo tanto, derivado de estos desafios y otros adicionales, es necesario generar cambios

profundos en los programas de actualizacion docente, fundamentados en la investigacion, que
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rompan con los esquemas tradicionales que dejan al profesor la tarea de comprender, disefiar, e
implementar la modelacion matematica en el aula, sin acompafiamiento.

Independientemente del enfoque de modelacion que se utilice, promover el aprendizaje
de las matematicas, con base en la modelacion, implica prestar atencion a diversos elementos
clave (Vargas-Alejo; Montero-Moguel, 2023; Doerr; Lesh, 2003; English, 2021; Ledezma;
Breda; Font, 2023; Lewis, 2016; Wiegand; Borromeo Ferri, 2023). Al respecto, la Perspectiva
de Modelos y Modelacion (MMP, por sus siglas en inglés) destaca el disefio y desarrollo de
actividades para los estudiantes (English, 2021). Asimismo, resalta la necesidad de elaborar
programas de actualizacion docente! que acompafien a los profesores en el disefio y la
implementacion de actividades en su propia practica (Brady, 2018; Doerr; Lesh, 2003). La
actualizacion docente debe fomentar una ensefianza centrada en el estudiante (Samaras et al.,
2019) y contextualizar el aprendizaje en escenarios cercanos a la vida real (NAE; NRC, 2014).

Una de las estrategias de actualizacion docente para fortalecer la ensefianza de la
modelacion es el enfoque multiestratos, que fomenta las interacciones investigador-profesor-
estudiante (Lesh et al., 2000). Koellner-Clark y Lesh (2003) resaltan que, para comprender las
formas de pensamiento de los maestros, es necesario identificar y describir diferentes
dimensiones; entre ellas, la dimension de conocimiento matematico, la dimensién instruccional
y la dimension historica. En este sentido, es fundamental desarrollar investigaciones que
aporten en la comprension de como los profesores amplian y refinan sus ideas, a medida que
participan en programas de actualizacidon docente, y que informen sobre elementos clave para
mejorar la actualizacion docente en la linea de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
a través de la modelacion.

El objetivo de este estudio fue analizar la evolucion del sistema conceptual de un
profesor de matematicas durante su participacion en un programa de actualizacion docente ad
hoc con enfoque multiestratos, enmarcado en la MMP. Durante este proceso de actualizacion
docente se diseio, implementd, evalud y refind una secuencia de actividades con estudiantes
universitarios de primer semestre. Especificamente, se considerd el analisis de las dimensiones
matematica, instruccional e historica que integran el sistema conceptual del profesor. En este

articulo entendemos como sistema conceptual al marco interpretativo y explicativo que esta

! En este articulo se utiliza el término actualizacién docente para describir el proceso en el cual el profesor participa
para mejorar o perfeccionar su practica docente en algiin tema en especifico. En este caso se refiere al
perfeccionamiento de la practica docente en modelacion matematica (UDG, 2023). La actualizacion docente
descrita en este articulo tuvo una duracion de tres semestres como sera descrito con mayor detalle en la seccion de
metodologia.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230198, 2024 3



ISSN 1980-4415
BY DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230198

compuesto por diferentes dimensiones (e.g., historica, instruccional) que le permite comprender
el pensamiento de los estudiantes y generar experiencias para propiciar que los estudiantes
desarrollen sus conocimientos y habilidades. La pregunta central que guia esta investigacion es
la siguiente: ;Como se modifican las diferentes dimensiones del sistema conceptual de un
profesor de matematicas al estar inmerso en un programa de actualizacion docente multiestratos
bajo el enfoque de la MMP?

Para este estudio se disefid un programa de actualizacién con enfoque multiestratos que
implicd la participacion del profesor en el disefio, implementacion, evaluacion y refinamiento
de una secuencia de desarrollo de modelos (model development sequences o MDS, por sus
siglas en inglés) (ver seccion 3.1) para estudiantes universitarios; resaltando las interacciones

estudiantes-estudiantes, profesor-estudiantes y profesor-investigador.

2 Antecedentes

La literatura de investigacion en torno a los procesos de formacion y actualizacion
docente, desde la perspectiva de la modelacion matematica, es extensa (Blum; Borromeo Ferri,
2009; Corum; Garofalo, 2019; English, 2021; Makar; Doerr; Delmas, 2020). Dicha
investigacion abarca un amplio espectro de aproximaciones tedricas, fundamentalmente en
forma de teorias locales (Kaiser; Sriraman, 2006; Stillman, 2019), agrupadas en dos
perspectivas principales, aquellas enfocadas en el ciclo de modelacion y las centradas en las
competencias de modelacion (Carreira, 2019; Geiger; Frejd, 2015). Aunque también hay
investigaciones basadas en marcos intermedios o generales, como la Teoria Antropologica de
lo Didactico (Barquero; Jessen, 2020; Barquero; Serrano; Serrano, 2013; Fonseca; Gascon;
Lucas, 2014), o el Enfoque Ontosemidtico (Ledezma; Breda; Font, 2023).

En esta linea de ideas, se han propuesto otras clasificaciones de los trabajos sobre
modelacién que incluyen: (a) perspectivas sobre modelos y modelacion, (b) aproximaciones
curriculares e instruccionales para promover las competencias de modelacion o (c)
aproximaciones a los modelos y la modelacion en la educacion de los docentes (English;
Arlebick; Mousoulides, 2016). Respecto a las lineas empiricas, se han identificado trabajos
enfocados en los estudiantes, en los docentes y en el disefio de tareas de modelacion (Stillman,
2019).

Otros investigadores han identificado grandes temas de investigacion sobre modelacion
matematica: analisis de los procesos de modelacion, modelacion y sus conexiones con otras

disciplinas, estrategias para apoyar el disefio e implementacion de la modelacion, recursos que
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apoyan la ensefanza y aprendizaje de la modelacion, actualizacion docente y modelacion
(Carreira, 2019), modelacion realista, modelacion educativa, modelacion contextual,
modelacion socio-critica y modelacion epistemologica (Abassian et al., 2019). Algunos de los
trabajos mas recientes conjugan la modelacion con elementos de la perspectiva STEAM
(Wiegand; Borromeo-Ferri, 2023) o emplean problemas de Fermi como actividades apropiadas
para favorecer los procesos de modelacion (Albarracin et al., 2022).

En cuanto a la modelacion y su relacion con la actualizacion de los docentes las
investigaciones se han interesado en conocer como se estd impulsando la inclusion de la
modelacion en el curriculo y en el aula (English, 2021; English; Arlebick; Mousoulides, 2016),
asi como en derivar propuestas para que el profesor pueda disefiar e implementar actividades
de modelacion en el aula (Makar; Doerr; Delmas, 2020; Corum; Garofalo, 2019) o en la
creacion de comunidades de aprendizaje enfocadas en la modelacion (Fulton e al., 2019).

Entre las actividades de modelacion que se proponen en investigaciones de actualizacion
docente se encuentran las MDS, en las cuales los estudiantes tienen la oportunidad de dar
sentido a situaciones en contextos de la vida real, mediante herramientas matematicas
(Montero-Moguel; Vargas-Alejo, 2022; Kertil; Erbas; Cetinkaya, 2023; Lesh, 2010; Lesh et al.,
2003; Makar; Doerr; Delmas, 2020). Al respecto, se ha evidenciado que las MDS son una
herramienta que contribuye al desarrollo de conceptos de diversa naturaleza, entre los que se
encuentran tasas de cambio (Kertil; Erbas; Cetinkaya, 2023) o la asociacion de estas tasas con
fendmenos fisicos (Arlebick; Doerr, 2018). Los resultados de estas investigaciones reportan
dificultades de los docentes para razonar covariacionalmente. También se reporta que al abordar
las MDS, donde subyace el concepto de funcion exponencial, se desarrollan ciclos de
modelacion que inician con ideas de linealidad y, posteriormente, evolucionan hacia modelos
exponenciales (Montero-Moguel; Vargas-Alejo, 2022).

En este contexto, varios investigadores se han interesado en los procesos de formacion
y actualizacion docente desde la perspectiva de modelos y modelacion matematica, porque una
de las principales actividades del profesor consiste en “estructurar cuidadosamente las
experiencias en las que los estudiantes confrontan la necesidad de construcciones
matematicamente significativas y en las que repetidamente expresan, prueban y refinan o
revisan sus formas actuales de pensar” (Lesh; Doerr, 2003, p. 32).

Algunas investigaciones sugieren que los maestros tienen distintas percepciones e
interpretaciones de como se aprende, y que estos conocimientos determinan las caracteristicas
de las tareas que proponen a sus estudiantes (Doerr, 2016). Ademas, no todos los profesores

siguen la misma trayectoria de aprendizaje al interpretar y analizar su propia practica docente
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(Doerr; Lesh, 2003). También se ha analizado la naturaleza y desarrollo del conocimiento de
los profesores mediante el uso de tres dimensiones: dimension de conocimiento matematico,

dimension instruccional y dimension histérica (Koellner-Clark; Lesh, 2003).

3 Referente teorico

Para este estudio se adopto la Perspectiva de Modelos y Modelacion (Doerr, 2016; Lesh,
2010; Lesh; Doerr, 2003) como referente teérico. La MMP considera que los individuos crean
sistemas conceptuales para interpretar, comprender y explicar sus experiencias diarias, estos
sistemas pueden modificarse y/o ampliarse al moldear o dar forma al medio en el que las
experiencias ocurren, de tal manera que se construyen nuevos sistemas conceptuales complejos,
dindmicos e interactivos (Lesh et al., 2000). Estudiar y describir estos sistemas, que participan
en el desarrollo del conocimiento de estudiantes o profesores, implica reconocerlos como
“entidades vivientes caracterizadas por ser sistemas complejos, dindmicos, en continua
adaptacion y auto-regulacion” (Kelly; Lesh, 2000, p. 12). Bajo esta perspectiva, el aprendizaje
de las matematicas se conceptualiza como un proceso durante el cual los individuos desarrollan

modelos matematicos. Los modelos son:

Sistemas conceptuales (que consisten en elementos, relaciones, operaciones y reglas
que gobiernan las interacciones) que se expresan mediante sistemas de notacion
externa y que se usan para construir, describir o explicar los comportamientos de otros
sistemas, —quizds de tal manera que el otro sistema pueda ser manipulado o
pronosticado de manera inteligente. Un modelo matemadtico se enfoca en las
caracteristicas estructurales (mas que, por ejemplo, en las caracteristicas fisicas o
musicales) de los sistemas relevantes (Lesh; Doerr, 2003, p. 10)

Los modelos cambian continuamente, se extienden y refinan a partir de las interacciones
que sostienen los estudiantes con una situacion problemadtica y con el entorno escolar (Lesh,
2010). En el caso de los profesores, sus modelos son marcos interpretativos y explicativos, para
comprender el pensamiento de los estudiantes, para actuar en el aula y propiciar cierto tipo de
pensamiento. Estos modelos permiten identificar principios y regularidades en el aprendizaje,
con fundamento en la evidencia que aportan las experiencias del aula (Doerr; Lesh, 2003; Lesh;

Doerr, 2003). Un modelo tiene componentes internos y externos,

Los componentes internos con frecuencia se refieren a sistemas conceptuales o
constructos —dependiendo de si la atencion se enfoca en el sistema como un todo o los
elementos del sistema. Los componentes externos a menudo se denominan artefactos
o representaciones —dependiendo si el propdsito es producir un sistema que es
importante por derecho propio o describir algin otro sistema (Lesh; Carmona, 2003,
p- 74).

El proposito de los componentes internos es producir un sistema relevante por si mismo
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y, el de los externos, describir algin otro sistema. Las representaciones son indicadores de como
los estudiantes (o profesores) interpretan y comprenden una situacion problematica (Sevinc;
Lesh, 2018). Un modelo permite actuar en el mundo y ver los fenémenos de una manera
particular; por ello, al mejorar o refinar un modelo, se dispone de una nueva herramienta para

ver el mundo desde otra perspectiva (Lesh; Hamilton; Kaput, 2007).

3.1 Secuencias de desarrollo de modelos

La MMP propone el uso de secuencias de desarrollo de modelos para apoyar el
aprendizaje de las matematicas. Las MDS son una serie de actividades contextualizadas, en
escenarios reales, que se relacionan estructuralmente y tienen como objetivo promover el
aprendizaje a través del desarrollo de modelos matematicos (Arlebick; Doerr, 2018; Doerr,
2016; English, 2021; Lesh; Doerr, 2003). Las MDS incluyen tres tipos de actividades: (i)
actividad provocadora de modelos (MEA, por sus siglas en inglés: model eliciting activity), (ii)
actividad de exploracion de modelos (MXA, por sus siglas en inglés: model exploration
activity), y (iil) actividad de adaptacion de modelos (MAA, por sus siglas en inglés: model
adaptation activity).

Generalmente, las MEAs constituyen versiones simplificadas de problematicas que
aparecen en escenarios profesionales tales como determinar donde ubicar un puente sobre un
rio urbano o como mejorar el trafico de una localidad (Berry, 2013). Estas tareas tienen la
finalidad de alentar a los estudiantes para que expresen, evaluen, refinen o revisen sus propias
formas de pensamiento, y lleven a cabo procesos de matematizacion que incluyen cuantificar,
dimensionar, coordinar, categorizar, simbolizar y sistematizar (Lesh; Doerr, 2003). Al realizar
lo anterior, el pensamiento se expresa mediante representaciones externas, a partir de las cuales
es posible identificar fortalezas y debilidades de entendimiento conceptual (Lesh et al., 2003).
Desde la perspectiva didactica de la MMP, el proceso de matematizacion es mas importante
incluso que el modelo mismo, pues interesa que los estudiantes desarrollen habilidades y
actitudes.

Para disenar una MEA se han establecido seis principios: (i) significado personal o
principio de realidad, (ii) construccion del modelo, (iii) autoevaluacion, (iv) externalizacion del
modelo o principio de documentacién, (v) prototipo simple y (vi) generalizacién del modelo
(Lesh et al., 2003). La estructura basica de una MEA consiste en una nota periodistica,
preguntas sobre el contenido de la nota y una situacion problema, en la que un cliente demanda

un producto, el cual es un modelo generalizable y transferible a situaciones analogas
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(Hjalmarson; Diefes-Dux; Moore, 2008; Lesh; Doerr, 2003).

Las MXA tienen como objetivo que los estudiantes generen sistemas robustos de
representacion al dar sentido a un fenémeno de referencia; por ejemplo, identificando los
supuestos subyacentes en el modelo o en cierta representacion. Se pretende que mediante las
MXA los estudiantes desarrollen un lenguaje y sistemas de representacion, no solo para pensar
con los conceptos matematicos, sino también para reflexionar sobre esos conceptos.

Las MAA se enfocan en el uso de las herramientas generadas durante la MEA y
refinadas al enfrentar la MXA. En una MAA se proponen problemas dificiles de enfrentar sin
las herramientas generadas en las fases previas. Usualmente las MAA se abordan de forma
individual, a diferencia de las MEA, que se llevan a cabo trabajando en pequefios grupos (Lesh
et al., 2003).

Al disefiar las MDS, quienes construyen la secuencia transitan por diferentes ciclos de
disefio que involucran; por ejemplo, (a) la consideracion de los contextos reales relevantes para
la futura profesion de los estudiantes, (b) la construccion de las actividades basadas en los
principios de diseno de las MEAs, (c) la evaluacion continua de cada una de las partes de la
secuencia, (d) la construccion de borradores de la MDS, pruebas, revisiones y refinamientos

(Hjalmarson; Diefes-Dux; Moore, 2008).

3.2 Programas de actualizacion docente multiestratos

Los programas de actualizacion docente (o desarrollo profesional) multiestratos
consideran como premisa bésica que el desarrollo cognitivo de un docente es andlogo al
desarrollo cognitivo de un estudiante. Estos programas promueven la interaccion de estudiantes,
docentes e investigadores (Koellner-Clark; Lesh, 2003). Dicha interaccion se ha identificado
como relevante para los programas de actualizacion docente (Doerr, 2016; Lesh, 2010; Lesh;
Doerr, 2003). En un enfoque multiestratos, a medida que los estudiantes se involucran en
situaciones de modelacion, que los desafian repetidamente a revelar, probar, refinar y revisar
sistemas conceptuales (Kelly; Lesh, 2000), el o los docentes enfocan su pensamiento y atencioén
en el comportamiento de los estudiantes al abordar las tareas (Sevinc; Lesh, 2018). Ademas,
conforme los maestros revisan y refinan sus modelos personales, sobre como los estudiantes
aprenden, con sus acciones impactan los modelos de los estudiantes y viceversa.

En un programa de actualizacion docente multiestratos las discusiones continuas entre
pares son esenciales para fortalecer los conocimientos docentes, ya que los investigadores

pueden observar la naturaleza y el desarrollo de conocimientos y habilidades de docentes y
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estudiantes, asi como la relacion dialéctica entre ambos aprendizajes (Figura 1). La MMP
sugiere el enfoque multiestratos para comprender la naturaleza de las ideas en desarrollo de los
profesores o estudiantes donde se reconoce la influencia de cada uno de los tres niveles:
estudiantes, profesores e investigadores (Schorr; Koellner-Clark, 2003). Las bases tedricas del
enfoque multiestratos sirvieron como fundamento para el disefio del programa de actualizacion

docente para este estudio.

Investigadores, formadores de docentes o ambos
construyen, revisan y refinan modelos basados en los
comportamientos de modelacion de docentes y estudiantes.

El maestro construye, revisa y refina modelos
basados en los comportamientos de modelacién de
los estudiantes.

= i . —
Los estudiantes construyen, revisan y
refinan modelos basados en

construcciones matematicas.

Figura 1 — Estructura de ensefianza o actualizacion docente multiestratos
Fuente: Koellner-Clark y Lesh (2003, p. 161)

3.3 Sistema conceptual multidimensional

Desde la MMP, comprender la naturaleza y el desarrollo del conocimiento de los
maestros durante los procesos de actualizacion implica ir mas alla del estudio de sus creencias,
habilidades y actitudes (Lesh, 2010). Implica poner énfasis en los sistemas conceptuales que
utilizan para dar significado a situaciones complejas de enseflanza y aprendizaje. De acuerdo
con Koellner-Clark y Lesh (2003) es importante observar y apoyar el desarrollo de varias
dimensiones, como las de conocimiento matematico, instruccional e historica. Como se
menciond anteriormente, en este estudio entendemos por sistema conceptual al marco
interpretativo y explicativo que estd compuesto por diferentes dimensiones (e.g., historica,
instruccional) que le permite comprender el pensamiento de los estudiantes y generar
experiencias para propiciar que los estudiantes desarrollen sus conocimientos y habilidades.

La dimensién de contenido mateméatico se refiere a las ideas matematicas que
desarrollan los profesores, “comenzando con axiomas basicos, definiciones y suposiciones, y
derivando otras construcciones o teoremas” (Koellner-Clark; Lesh, 2003, p. 170). La dimensién
instruccional se refiere al conocimiento sobre “como desarrollar las ideas o conceptos,
utilizando los materiales curriculares disponibles, incluidos libros, software, experiencias
multimedia, actividades concretas de resolucion de problemas y manipulativos” (Koellner-
Clark; Lesh, 2003, p. 172). Finalmente, la dimension historica se refiere al proceso de desarrollo

de sistemas conceptuales de los estudiantes, a través del tiempo, los cuales se amplian,
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modifican y extienden con base en las experiencias personales y fomentadas en el aula, de las
cuales se derivan significados (Koellner-Clark; Lesh, 2003). El profesor debe reconocer el
proceso historico del desarrollo de conocimiento por sus estudiantes para contribuir al
aprendizaje de conceptos matematicos especificos.

Para apoyar la modificacion, extension y refinamiento del sistema conceptual de los
docentes, en las dimensiones mencionadas, la MMP plantea que los profesores deben adquirir
experiencia en la modelacion de MEAs y ser conscientes de que durante los procesos de
matematizacion pueden emerger multiples trayectorias de solucion. Ademas, es fundamental
que aprendan a tomar decisiones durante los procesos de ensefianza para fomentar la autonomia
en sus alumnos y generar sistemas conceptuales cada vez mas sofisticados al enfrentar: (a)
situaciones que perturben sus modelos actuales, (b) la necesidad de resolver inconsistencias
entre predicciones realizadas con modelos existentes y la realidad, (c) la necesidad de compartir

experiencias con colegas (Doerr; Lesh, 2003).

4 Metodologia

Se condujo un estudio de caso cualitativo, descriptivo y longitudinal. La eleccion del
enfoque de estudio de caso cualitativo y descriptivo se basé en el interés por comprender a
profundidad las interpretaciones del profesor seleccionado para el estudio (Yin, 2018). Este
enfoque permite considerar multiples perspectivas del participante, realizar observaciones en
entornos naturales y contextualizar las interpretaciones (Simons, 2012).

La eleccion de un estudio de caso longitudinal se debi6 a la importancia de identificar
cdmo evolucionan las interpretaciones del profesor durante el proceso de acompafiamiento; con
la finalidad de capturar los refinamientos y cambios en las perspectivas del profesor, asi como
comprender cémo se desarrollan y modifican sus interpretaciones durante la actualizacion
docente (Yin, 2018). Nuestro estudio se justifica como estudio de caso longitudinal porque de
acuerdo con Yin (2018, p. 87), un estudio de caso de longitudinal se utiliza para “estudiar el
mismo caso Unico en dos 0 mas momentos distintos”, los intervalos de tiempo son elegidos de
acuerdo a las etapas que revelan con mas claridad los cambios en los que se tiene interés (Yin,
2018). Por lo tanto, en nuestro estudio se dio seguimiento al profesor a lo largo de la

actualizacion docente en los siguientes intervalos de tiempo que se pueden observar en el cuadro

1.
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Actividad Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3 Numero de
(Ago-Dic 2018) (Ene-Jun 2019) (Jul-Dic 2019) implementaciones
MEA Disefio- primera Refinamiento del Tercera 3
implementacion y disefio- segunda implementacion y
evaluacion implementacion y evaluacion
evaluacion
MXA Disefio- primer Segunda 2
Implementacion- Implementacion-
Evaluacion Evaluacion
MAA Disefio-Primera 1
Implementacion-
Evaluacion

Cuadro 1 — Intervalos e implementaciones del estudio
Fuente: elaborado por los autores

Particularmente, se implementd un estudio de caso instrumental (Stake, 2005), cuya
finalidad fue comprender con profundidad el fendémeno asociado con el caso, es decir, los
sistemas conceptuales generados por el docente al disefiar, implementar y evaluar las MEA-
MXA y MAA que conformaron una MDS. Uno de los fundamentos para designar nuestro
estudio como un caso instrumental se basa en las investigaciones de Bulloug (2015) y Wasburn
(2007). Estos autores, fundamentados en Stake (2005), llevaron a cabo investigaciones con el

proposito de explorar un aspecto especifico del profesor seleccionado.

4.1 Contexto y participante

El estudio tuvo una duraciéon de 18 meses y el participante fue seleccionado por
conveniencia (Otzen; Manterola, 2017). El profesor de matematicas contaba con cinco afios de
experiencia docente en licenciatura y nueve afios en bachillerato. Durante el desarrollo de la
investigacion, el profesor cursé una maestria en ensefianza de las matematicas, en una
universidad estatal publica de México. Ademads, impartidé un curso presencial de matematicas
aplicadas a los negocios, en primer semestre de una licenciatura en negocios, en una universidad
privada de la zona metropolitana del occidente de México, durante tres semestres. En el
programa de la asignatura de matemadticas aplicadas a los negocios, se destaca que los
estudiantes deben profundizar en el conocimiento y uso de la funcion exponencial en contextos
reales. El profesor no tenia experiencia previa con la MMP. Todos los estudiantes de sus cursos
de licenciatura eran adultos-trabajadores (personas mayores de 23 afios que trabajan por las
mafianas y estudian por las noches) quienes, en promedio, habian dejado de estudiar 12 afios

desde la finalizacion del bachillerato hasta su ingreso a la universidad.
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4.2 Instrumentos y procedimientos

Para este estudio se disend un programa de actualizacion docente multiestratos. Es decir,
se propicio el desarrollo interactivo de investigadores, profesor y estudiantes (Kelly; Lesh,
2000). El investigador observo la naturaleza y el desarrollo de conocimientos y habilidades del
docente y estudiantes. Cabe mencionar que este programa de actualizacion fue disefiado
especificamente para este estudio y no formaba parte de la maestria que estaba cursando el
profesor.

Durante el programa se llevaron a cabo reuniones semanales entre el profesor y un
investigador. El proceso de acompafiamiento investigador-profesor se dividio en tres etapas. El
contenido de la primera etapa fue previamente establecido; mientras que los contenidos de la
segunda y tercera etapa fueron construidos y modificados a partir de los sistemas conceptuales
exhibidos por el profesor, por lo tanto, los contenidos se consideran emergentes.

Primera etapa: seleccion y asignacion de lecturas fundamentales de la MMP (e.g., Lesh;
Doerr, 2003), discusion de las lecturas entre el profesor y el investigador, disefio e
implementacion de la MEA con estudiantes. Segunda etapa: andlisis de la primera
implementacion de la MEA, seleccion y discusion de lecturas sobre la MMP y sobre la funcion
exponencial; disefio e implementacion de la MEA y la MXA con estudiantes. Tercera etapa:
andlisis de la implementacion de la MEA y la MXA, seleccion y discusion de lecturas acerca
de la MMP, disefio de la MAA, y por lo tanto, disefio, implementacién con estudiantes y
evaluacion de la MDS.

La MEA se disefid con base en los seis principios propuestos por Lesh et al. (2003).
Se compone de tres partes: a) Actividad de calentamiento o nota periodistica en el contexto de
de la poblacién de una ciudad y los efectos en la vialidad, b) Preguntas de calentamiento sobre
el contexto contenido en la nota, c) Situacion problema orientada para que los alumnos
redactaran una carta dirigida a las autoridades del municipio para explicar el crecimiento
poblacional con el fin de tomarse en cuenta en los proyectos de infraestructura vial.

La MXA se compone de tres actividades: a) Actividad con PowerPoint, b) Actividad

diseminacion de enfermedades de la biblioteca de NetLogo HubNet ¢) Actividad dinamica con
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GeoGebra. La MAA se compone de tres partes: A) Actividad de Calentamiento o nota
periodistica disefiada mediante un articulo y un video. Ambos con informacién sobre el efecto
que ocasiona el consumo de energia eléctrica sobre el medio ambiente y el ahorro de energia al
invertir en ciertos productos, b) Preguntas de calentamiento relacionadas con el contexto
contenido en la nota, ¢) Situacién problema disefiada para que los alumnos construyeran un
modelo que permitiera a una empresa invertir en un producto de inversion a partir del ahorro

generado por el cambio de luminarias.

4.3 Procesamiento y analisis de la informacion

Los datos para el analisis provinieron de las implementaciones de la MDS y de las
reuniones semanales entre el profesor y el investigador. Los instrumentos de recoleccion de la
informacion fueron: (a) grabaciones de audio de las entrevistas con el profesor; (b)
producciones escritas de los estudiantes (en papel y digitales), (c) notas de campo y reflexiones
del profesor, capturados en una bitacora. Los datos se organizaron con base en el tipo de
interaccion desarrollada: (a) estudiantes-estudiantes, (b) profesor-estudiantes y (c) profesor-
investigador.

En primer lugar, se transcribieron las grabaciones de audio y se organizaron las
producciones escritas, con base en los mismos tipos de interaccion que las grabaciones de audio.
A continuacidn, se llevo a cabo una codificacion abierta segun el enfoque propuesto por Corbin
y Strauss (2014), quienes establecen que la codificacion abierta es un proceso exploratorio que
implica separar los datos, reflexionar sobre esos datos bajo la creaciéon de memorandos y asignar
a cada memorandum un concepto que puede ser una palabra o frase que represente las
interpretaciones del investigador del extracto sefialado. La separacion de datos se desarroll6 de
la siguiente manera: Seccion 1: Datos provenientes de la MEA, Seccion 2: Datos provenientes
de la MXA. Seccion 3: Datos provenientes de la MAA. En cada apartado se generaron las
subsecciones de disefio, implementacion y evaluacion. Posteriormente, se integraron al sistema
NVIVO 12 para el proceso de creacion de memorandos incluyendo sus conceptos asociados.
Como ejemplo se incluye en la Figura 2 el memorandum creado de un extracto de la entrevista
del profesor de la subseccion de evaluacion proveniente de la seccion 1. Estos conceptos
sirvieron para contextualizar la descripcion de las categorias de andlisis como se describe en la

siguiente seccion.
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zoom ® O 1w00% @ B

Q
Profesor: Lo que pensamos que pudo < -~
surgir no Surglé bueno después ]es 5 Concepto: Evaluacién de modelo enfocado en identificar la
000 > . .
, funcién exponencial.

pregunte; iereen ustedes que haya una Memo: El profesor se centr6 en evaluar que los estudiantes no
f(')rrnula justamente para deSCribir la “lograron” construir modelos que incluyeran a la funcién

. ., , ) , exponencial. Ademas, usé la palabra “formula” para referirse a
situacion? Entonces pasé al pizarron y la construccién de una funcién que describa el fenomeno,

A _— podria indicar que confusién conceptual entre formula y

les ay%lde a construir ]a fOMUIa en el funcién. Notas: Revisar las expresiones que usara el profesor
plZarrOn, para referirse a estos conceptos en las siguientes entrevistas y

si esta centrando en el modelo final, sin considerar el proceso.
Figura 2 — Ejemplo de creacion de memorandum y concepto asociado
Fuente: archivos digitales extraido de NVIVO12

Con el objetivo de responder la pregunta de investigacion, lo cual implica comprender
las dimensiones inmersas en el sistema conceptual del profesor -Entendiendo por sistema
conceptual al marco interpretativo y explicativo que esta compuesto por diferentes dimensiones
(e.g., historica, instruccional) que le permite comprender el pensamiento de los estudiantes y
generar experiencias para propiciar que los estudiantes desarrollen sus conocimientos y
habilidades- se condujo la estrategia de proposiciones tedricas (Yin, 2018). En este articulo nos
centramos en analizar las dimensiones de conocimiento matematico, instruccional e historica.
Yin (2018) sostiene que en esta estrategia, las proposiciones tedricas, que sirven como
fundamento del estudio, guian el andlisis al sefialar las condiciones contextuales relevantes que
deben describirse, asi como las interpretaciones que deben examinarse. Esta estrategia fue
fundamental para la construccion de las categorias de andlisis (Cuadro 2) las cuales se
originaron a partir de las condiciones contextuales asociadas a la descripcion del sistema
conceptual del profesor desde el enfoque de analisis multidimensional propuesto por la MMP.
Las condiciones contextuales asociadas se refieren a las caracteristicas propias de este estudio,
para lo cual fueron fundamentales los conceptos que emergieron de la codificacion abierta para
contextualizar nuestro estudio en las definiciones provenientes de los referentes teoricos. Por
ejemplo, el concepto de la “evaluacion de modelo enfocado en identificar la funcidén
exponencial” (NVIVO12, Figura 2) contribuy6 a contextualizar la descripcion del codigo de
analisis de contenido matematico (Cuadro 2) porque para nuestro estudio era relevante que el
profesor estaba interesado en la funcién exponencial y sus conceptos asociados. Ademas, este
concepto contribuy¢ a incluir en la dimension historica el anélisis de la evaluacion del proceso

de construccién de los modelos mas que como un producto final.

Cédigo Descripcion indicadores
Contenido Se asocia con las ideas matematicas | Descripciones o expresiones del profesor que exhiben
matematico desarrolladas por el profesor. su conocimientos y evolucion de sus conocimientos
(CM) sobre conceptos matematicos (e.g., funcion, funcion
exponencial).
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Instruccional | Incluye las ideas y conocimientos El profesor considera relevante incorporar variedad de

) del profesor que propician que recursos y materiales (como software y actividades de
modifique y refine las actividades e | modelacion adicionales) con el proposito de ampliar
instrucciones. las oportunidades de aprendizaje de los estudiantes.

Historica (H) | Abarca las ideas y percepciones del | El profesor evalua los modelos de sus estudiantes con
profesor que le permiten identificar | base al modelo final o al proceso de construccion de
el proceso histérico de desarrollo de | los modelos.

sistemas conceptuales de los
estudiantes al abordar actividades de
modelacion.

Cuadro 2 — Categorias de analisis
Fuente: elaborado por los autores

El segundo ciclo de codificacion incluyo6 el analisis de las tres dimensiones del sistema
conceptual del profesor con base en las categorias de anélisis (Cuadro 2) en cada etapa de la

implementacion.

4.4 Criterios de validez

Se implementaron tres tacticas para asegurar la validez de constructo de los estudios de
casos descriptivos propuestas por Yin (2018). La primera tactica consiste en utilizar multiples
fuentes de evidencia, o triangulacion, con el fin de fomentar lineas convergentes de resultados.
En este estudio se triangularon las fuentes de evidencia, incluyendo audios, producciones
escritas de los estudiantes, ademas de notas de campo del profesor y el investigador. La segunda
tactica es establecer una cadena de evidencia; la cual, en este caso, se asegurd al establecer
hallazgos hipotéticos basados en las interpretaciones del investigador principal sobre el sistema
conceptual del profesor. Posteriormente, estos hallazgos fueron revisados por el segundo
investigador que se basd en datos especificos para corroborar dichos hallazgos. La tercera
tactica consiste en solicitar a informantes clave que revisen el borrador del informe del estudio
de caso. En este caso, los borradores preliminares del informe fueron revisados por el segundo

y tercer autor del articulo.

5 Resultados y discusion

En esta seccion se describen los sistemas conceptuales generados por el docente al
disefiar, implementar y evaluar las actividades de la MDS (MEA, MXA y MAA) y se muestra
su evolucidn; es decir, los procesos de extension, modificacion y refinamiento de estos sistemas,

los cuales se describen mediante las dimensiones de conocimiento matematico, instruccional e
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histérica. Aunque las dimensiones estan interrelacionadas, se describe la evolucion del sistema
conceptual del docente a través de cada dimension en forma separada. Las diferentes
interacciones entre investigador, profesor y estudiantes, a lo largo de todo el proceso, fueron
fundamentales en la evolucion del sistema conceptual del docente.

Esta evolucion se describe durante las tres etapas siguientes. Etapa 1 - Disefio,
Implementacion y Evaluacion de la MEA. En esta primera etapa el docente a partir de su
experiencia, conocimiento matematico, revision de literatura de la MMP y andlisis curricular
construyd una MEA y la discutidé con el investigador. Enseguida la implementd con sus
estudiantes tomando en cuenta elementos recomendados por la MMP como el trabajo
colaborativo, en equipo y grupal, y el uso de tecnologia. Finalmente, en interaccion con el
investigador evalu6 los resultados de la implementacion. Etapa 2 - Disefio, Implementacion y
Evaluacion de la MEA-MXA. En esta segunda etapa el docente construyd una MXA, tomando
en cuenta los resultados del diseno-implementacion-evaluacion de la MEA, su conocimiento
matematico y la revision de literatura de la MMP. Implementé la MEA-MXA con sus
estudiantes en un ambiente colaborativo en equipo y grupal mediante el uso de tecnologia.
Finalmente, en interaccion con el investigador evalud los resultados. Etapa 3 - Disefio,
Implementacion y Evaluacion de la MEA-MXA-MAA. En esta tercera etapa el docente
tomando en cuenta los resultados obtenidos en el disefio-implementacion-evaluacion de la
MEA-MXA, su conocimiento matematico y la revision de literatura de la MMP construyd una
MAA. Implement6 la MEA-MXA-MAA en un ambiente individual y grupal mediante el uso

de tecnologia. Finalmente, en interaccion con el investigador evalu6 los resultados.

5.1 Etapa 1 - Disefio, implementacion y evaluacion de la MEA

5.1.1 Diseiio de la MEA

Interaccion investigador-profesor. El investigador propicié la reflexion del docente
durante el disefio de la MEA con relacion a las dimensiones de la siguiente manera. En cuanto
a la dimension de conocimiento matematico y dimension histérica, solicito al profesor la lectura
de diversos documentos académicos con el objetivo de proporcionar respuestas a las siguientes
preguntas: ;como se define una funcion? ;Cémo se define una funcién exponencial? ;Con qué
conceptos se relaciona? ;Qué propiedades tiene? ;Cudles son sus representaciones? Las
preguntas planteadas generaron una reflexion en torno a los procesos recursivos al construir

representaciones tabulares y las posibles dificultades de los estudiantes para generar una
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representacion algebraica de la funcion exponencial.

La dimension instruccional se observo cuando el docente revisod libros de texto, a
sugerencia del investigador, para examinar como se aborda el tema de la funcién exponencial
y determinar si se fomenta, o no, el uso de tecnologias digitales. Se proporciond al docente
bibliografia sobre la MMP, especialmente en relacion con los principios de disefio de las MEAs
(Lesh, 2010; Lesh; Doerr, 2003). Con el apoyo del investigador, el profesor disefid6 una MEA
basada en el contexto de crecimiento poblacional. Durante el proceso de disefio el docente
reconocid la importancia de fomentar el uso de un entorno de lapiz y papel, pero destaco la
relevancia de utilizar la tecnologia debido a su dinamismo y capacidad para construir multiples
representaciones que permiten identificar y dar significado a las variables, asi como comprender

el tipo de variacion.

5.1.2 Implementacion de la MEA

Interaccion profesor-estudiantes. Durante la implementacion de la MEA, el profesor
dividi6é en dos equipos al grupo conformado por cinco estudiantes. La siguiente descripcion se
basa en las transcripciones de los audios, la bitacora del docente, las producciones escritas y
digitales de los estudiantes, y los comentarios proporcionados al investigador en relacion a
aspectos especificos de la implementacion.

En cuanto a la dimensién instruccional, el profesor permitié que los estudiantes
utilizaran calculadoras y hojas de célculo para abordar la situacion problematica relacionada
con el crecimiento poblacional. Durante la exposicion grupal, los estudiantes presentaron y
discutieron sus modelos, generando una reflexion en torno a las representaciones utilizadas.

En relacion con la dimension de conocimiento matematico, el profesor destacd que el
equipo 2 empled representaciones tabulares, graficas y verbales (Figura 3), mientras que el
equipo 1 se limitd a utilizar representaciones tabulares y verbales. También resalté que los
equipos no describieron como identificaron las variables y el tipo de variacion. El profesor
esperaba que los estudiantes utilizaran una representacion algebraica (formula) de la funcion
exponencial, por lo que brindé apoyo a los estudiantes para obtener la expresion: P(t) =
P;(1 + 7). Ademas, enfatizo en los conceptos matematicos clave, como base, tasa de
crecimiento y exponente. Por ultimo, sefiald que gracias a la generalizacion algebraica, los
estudiantes lograron resolver, por si solos, un problema del libro de texto.

Profesor: Lo que pensamos que pudo surgir no surgio... bueno, después les pregunté; ;jcreen
ustedes que haya una formula justamente para describir la situacion? [el docente sefialo que
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fue necesario ayudar a los estudiantes para que construyeran la expresion algebraica de la

.y
funcion].
(Diélogo entre investigador y profesor, 2018).
A B C A 8 c
1 Ao POBLACION Afio POBLACION
(MILLONES) 1 (MILLONES) Titulo del grafico
2 2018 4.299 2 2018 4.299
3 2019 4.372 0.073 [3 {2019  =(B2*0.017)+B2 =B3-B2
4 2020 4.446 0.074 4 2020  =(B3*0.017)+B3 =B4-B3
5 2021 4.522 0.076 5 2021  =(B4*0.017)+B4 =B5-B4
6 2022 4.599 0.077 6 2022  =(B5*0.017)+B5 =B6-B5
7 2023 4.677 0.078 7 2023  =(B6*0.017)+B6 =B7-B6
8 2024 4.757 0.080 g 2024  =(B7*0.017)+B7 =B8-B7
9 2025 4.837 0.081 9 2025  =(B8*0.017)+B8 =B9-B8
10 2026 4.920 0.082 10 2026  =(B9*0.017)+B9 =B10-B9
1 2027 5.003 0.084 11 2027  =(B10*0.017)+B10 =B11-B10
12 2028 5.088 0.085 12 2028  =(B11*0.017)+B11 =B12-B1l
13 2029 5.175 0.087 13 2029  =(B12*0.017)+B12 =B13-B12
14 2030 5.263 0.088 142030  =(B13*0.017)+B13 =B14-B13

Figura 3 — Representaciones tabulares y graficas
Fuente: archivos digitales de estudiantes (equipo 2)

5.1.3 Evaluacion de la MEA

Interaccion investigador-profesor. En cuanto a la dimension histdrica, inicialmente el
profesor se centrd en describir el interés de los estudiantes en la MEA y los modelos finales, sin
valorar el proceso de construccion; a pesar de las lecturas realizadas sobre la MMP donde se
resalta que el proceso de construccion del modelo es el producto (Lesh; Doerr, 2003). Ademas,
el profesor no identifico que los estudiantes habian propuesto modelos lineales antes de
considerar los modelos exponenciales.

Investigador: ;de inmediato trabajaron con la funcion exponencial los dos equipos?
Jldentificaron el 1.7 de crecimiento e hicieron algo exponencial? ;No hicieron algo lineal?
Profesor: Ah... no surgio un modelo lineal.

(Dialogo entre profesor e investigador, 2018)

La interaccion investigador-profesor llevo a una reorientacion del analisis del profesor
hacia el proceso de construccion de modelos por parte de los estudiantes (dimension de
contenido matematico) y cémo los modelos fueron construidos, modificados, ampliados y
refinados a lo largo del tiempo (dimension historica). Con el apoyo del investigador, el docente
elabord una descripcion mas detallada de lo ocurrido durante el proceso de implementacion de
la MEA; logrando explicar las concepciones y estrategias utilizadas por los estudiantes, y
relacionarlas con los principios de disefio de la MEA.

En esta nueva descripcion, el profesor identifico dos tipos de modelos: lineales
(iniciales) y exponenciales (finales). Observd como los estudiantes identificaron variables y
tasas de cambio, y cémo las relacionaron mediante representaciones tabulares y graficas. El
profesor examino el potencial de la actividad en términos del conocimiento que los estudiantes
exhibieron sobre la funcién exponencial, las representaciones utilizadas, las conjeturas, los

argumentos y las creencias que emergieron durante el proceso de solucion del problema. Las
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observaciones relacionadas con el interés mostrado por los estudiantes ante la actividad se
enmarcaron en el principio de significado personal. Especificamente, el interés exhibido por los
estudiantes al dar sentido a la problemadtica y expresar su preocupacion al relacionar el

crecimiento poblacional con la vialidad.

5.1.4 Discusion

La experiencia al implementar la MEA en el aula fue significativa para el docente,
porque le permitid darse cuenta como estas actividades resultaban atractivas para los estudiantes
y ampliar su perspectiva respecto a otro tipo de problemas para proponer en clase. Esto coincide
con investigaciones realizadas por Martinez, Araya y Berger (2017), quienes han encontrado
que los profesores experimentan cambios en sus actitudes y creencias al incorporar problemas
abiertos en su practica docente, especialmente en la forma en que trabajan en el aula, en ellos
mismos y en sus estudiantes. Sin embargo, en este estudio, el enfoque multiestratos resulto ser
un elemento esencial que posibilitdé al docente revisar, reflexionar, modificar y refinar su
sistema conceptual inicial, de manera analoga a lo reportado en el estudio de Koellner-Clark y
Lesh (2003).

Inicialmente, el profesor se centrd en los modelos finales de los estudiantes, resaltando
la falta de una representacion algebraica y restringiendo la observacion al concepto de funcion
exponencial (dimension de conocimiento matematico). Posteriormente, a partir de la
interaccion con el investigador, el foco del andlisis se cambid al proceso de construccion de los
modelos y, por ello, ahora el docente analiz6 como el pensamiento de los estudiantes evoluciond
del modelo lineal al modelo exponencial (dimensiones de conocimiento matematico y
dimension historica).

Durante esta primera etapa, el docente incorpor6 a su sistema conceptual elementos
acerca de como aprovechar el dinamismo de la tecnologia (dimension instruccional), para que
los estudiantes den significado a los conceptos matematicos. Ademas, el docente pudo explicar
teoricamente la motivacion de los estudiantes por la actividad, con base en los principios de la
MMP. También pasé de centrar la atencion en el proceso de matematizacion, a considerar las
estrategias y las concepciones de los estudiantes. Al final de la seccion 5 (Cuadro 3) se sintetiza

la evolucion del sistema conceptual del docente.

5.2 Etapa 2 - Disefo, implementacion y evaluacion de la MEA-MXA
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5.2.1 Disefio la MEA-MXA

Interaccion investigador-profesor. El profesor propuso algunos cambios al disefio de la
MEA (dimension instruccional) y sugiridé que, posterior a su implementacion, los estudiantes
participaran en otra actividad, con un contexto diferente (MXA). El objetivo de esta nueva
actividad fue profundizar en los conceptos matematicos integrados en los modelos para abordar
la MEA, tales como variables, variacion, covariacion, relaciones lineales y exponenciales,
formulas recursivas, base, exponente, ordenada al origen, tasa de crecimiento, traslacion de
graficas, funcion creciente y decreciente (dimension de conocimiento matematico).

En relacion con la dimension instruccional, el investigador propuso incluir en la MXA
el entorno de modelacion programable multi-agente NetLogo?. Con el apoyo de un experto en
computo, el docente analizd6 y modificéd la actividad “diseminacion de enfermedades”,
disponible en la biblioteca del software (Figura 4a) para utilizarla en la MDS. Ademas,
construy6 e incorpord en la MXA un applet con GeoGebra (Figura 4b).

En lo que corresponde a la dimension historica, el disefio de la MXA se baso en el
analisis de como los estudiantes construyen, modifican y amplian su sistema conceptual, asi
como las estrategias utilizadas durante la primera implementaciéon. Se tomaron en cuenta los
tipos de razonamiento covariacional (Thompson; Carlson, 2017) de los estudiantes al disefiar
las hojas de trabajo. Esto evidencia como el docente comprendio el principio de la MMP el cual

establece que el proceso es el producto.

(b)
Figura 4 — MXA: Simulador de diseminacion de enfermedades y applet con GeoGebra
Fuente: archivos digitales de los investigadores

5.2.2 Implementacion de la MEA-MXA

Interaccion profesor-estudiantes. En esta segunda implementacion participaron diez

2 https://ccl.northwestern.edu/netlogo/
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estudiantes, organizados en cuatro equipos. Los estudiantes emplearon diferentes
representaciones en sus modelos: tabulares, graficas, algebraicas y verbales (Figura 5). El
docente describi¢ detalladamente cémo los estudiantes construyeron y refinaron sus sistemas
conceptuales, validando todas las representaciones utilizadas (dimension historica). Durante
este proceso, el docente identifico como algunos equipos no diferenciaron un crecimiento
constante de un crecimiento exponencial. Para abordar esta situacion, planted preguntas que
incentivaran a los estudiantes a establecer diferencias y expresar sus opiniones durante la
discusion grupal, y se logré que un equipo reconociera que su modelo estaba asociado a un
crecimiento constante y que otro equipo identificard la consideracion de un crecimiento
exponencial.

Equipo D: Es que mira, yo creo que el 1.7 es un crecimiento promedio, promedio, pero que ya
el numero de personas, que es lo que se esta buscando, st variaria, ;no?

Equipo B: Tienes razon porque cambian los niimeros.

(Dialogo entre equipos de estudiantes, 2019).

A quien corresponda

N/
El motivo de esta carta es presentar los resultados de la investigacién acerca del n av'j €n (%}éﬁ&%n (l(l
crecimiento poblacional a lo largo de los préximos afos, en el cual nos dimos
cuenta que el tuvimos un incremento del 1.7% anual. — szcrek\ V:f\ dﬁ !ﬂ&ﬂ&*ﬂf{‘tﬂm

El procedimiento con el cual se realizé la investigacién fue el siguiente: en base a

&g nes dimes ladaea
bob @y trect i ento Puble (ol
oy iR miento v Groyectar &4

los datos del afo 2018 y al 1.7% de la poblacion dio el resultado 4.299 el cual se

tomé como base para lo siguiente

2020 4.522

2022 4.677 H

2024 1838 ettt Qares Geactor
2030 5.353 Lorero R omes Que
2040 6.336 lﬁs

2041 6.444

2100 17.422

Llegamos a la conclusion de que la variaciéon es constante asi como también
encontramos que en el aio 2051 se aproxima a los 7.56 millones, en el afio 2056 se . % e'so

¥ ac
aproxima a los 8.323 millones y en el aio 2059 se duplico la poblacién del 2018, al

final legamos a un total en el afo 2100 de 17.422 millones de personas.

Figura 5 — Cartas de los equipos B (iuierda) y D (derecha)
Fuente: archivos digitales de estudiantes

La intervencion del docente fue fundamental para que el grupo pudiera establecer la
diferencia entre un crecimiento constante y uno exponencial, permitiendo que los estudiantes
discriminaran las caracteristicas de la funcidon exponencial y la funcion lineal. En cuanto a la
dimension instruccional, la inclusiéon de NetLogo y GeoGebra posibilito a los estudiantes
profundizar en los conceptos asociados a la funcidon exponencial inmersos en la MXA. En el
caso de NetLogo, se revisaron conceptos como funcidn, variacion, dominio, rango, funcién
creciente, funcion decreciente, representacion grafica. Por otro lado, GeoGebra permitid
explorar conceptos como funcion, variacion, dominio, rango, funcién creciente, funcioén
decreciente, traslacion, representacion grafica y algebraica.

En relacion con la dimension histérica, el profesor amplio su descripcion al narrar lo
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ocurrido en el aula. Ademas de destacar el interés mostrado por los estudiantes en abordar la
MEA como la MXA, el docente explicé con detalle el proceso de construccion de modelos por
parte de los estudiantes. El profesor observo una transicion de los modelos, pasando de un
patron de crecimiento constante a uno con caracteristicas de crecimiento exponencial. Resalto
la inclusion de diferentes representaciones en los modelos como tablas, graficas, descripciones
verbales y expresiones algebraicas; previo a la discusion grupal. La evolucion del sistema
conceptual del docente influy6 en los modelos que construyeron los estudiantes tal como es

mencionado por Kelly y Lesh (2000).

5.2.3 Evaluacion de la MEA-MXA

Interaccion investigador-profesor. El docente describid como los estudiantes transitaron
por diferentes ciclos de modelacion al abordar la MEA (dimension historica). Cada ciclo
implic6 una ampliacion y refinamiento del conocimiento matematico de los estudiantes.
Especificamente, la MXA les posibilité profundizar en los conceptos involucrados en la MEA,
y reconocer la importancia de institucionalizar dichos conceptos. Utilizando la revision de
literatura y la guia de evaluacion de calidad de MEA (Lesh, 2010), el docente analiz6 los audios
y las producciones escritas de los estudiantes para describir las caracteristicas y distinguir entre
modelos que requerian direccion, modelos que necesitaban mayor extension o refinamiento,
modelos situados, asi como modelos que podian compartirse y reutilizarse (dimension

instruccional).

5.2.4 Discusion

El profesor mostrdé un creciente interés en la evolucion de los modelos construidos
(dimensién historica e instruccional). La descripcion del comportamiento de los estudiantes y
los modelos construidos, apoy6 la modificacion y ampliacion del sistema conceptual del
profesor (Koellner-Clark; Lesh, 2003), afirmacién que se sustenta en el uso de la guia de
evaluacion de calidad de una MEA (Lesh, 2010) para describir y evaluar los modelos
construidos por los estudiantes.

Coincidimos con Kelly y Lesh (2000) en que el refinamiento del sistema conceptual del
docente impacta en el aprendizaje de los estudiantes. En esta etapa, se incorporaron multiples

herramientas tecnoldgicas durante el proceso instruccional (dimension instruccional) a través
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del uso de GeoGeobra y NetLogo con el objetivo de que los estudiantes distinguieran entre un
crecimiento constante y uno exponencial. En términos de Lesh et al. (2007), cuando el profesor
refind su sistema conceptual, dispuso de una nueva herramienta para ver el aprendizaje de la
funcién exponencial desde otra perspectiva, y asi comprender la relevancia de diferenciar entre
lo lineal y lo exponencial. Otras modificaciones, ampliaciones y refinamiento del sistema

conceptual del docente se muestran al final de la seccion 4 (Cuadro 3).

5.3 Etapa 3 - Disefio, implementacion y evaluacion de la MEA-MXA-MAA

5.3.1 Disefio de la MAA

Interaccion investigador-profesor. La reflexion realizada durante las etapas anteriores,
las lecturas sobre la MMP, el razonamiento covariacional, y la interaccion con el investigador,
permitieron al docente comprender la importancia de disefiar e incluir la MAA en la MDS. Lo
hizo con el objetivo de brindar a los estudiantes la oportunidad de utilizar y adaptar los
conceptos matematicos relacionados con la funcién exponencial que emergieron en la MEA y
que se retomaron en la MXA (dimension instruccional). Ademas, al abordar la MAA, los
estudiantes propusieron modelos factibles de compartirse y reutilizarse, en lugar de respuestas
cortas.

En lo referente a la dimension de conocimiento matematico, el docente disendé la MAA
en el contexto de ahorro de energia e inversiones, donde subyacen los conceptos de funcion
lineal y funcion exponencial. El profesor construyé una actividad abierta para que los
estudiantes pudieran utilizar las estrategias y los conceptos matematicos desarrollados en el
ciclo de modelacion previo.

En relacion a la dimension instruccional, el docente y el investigador dieron forma a la
MBDS utilizando GeoGebra y NetLogo para profundizar en los conceptos matematicos. También
se utilizd Excel como herramienta auxiliar en la construccion de los modelos.

En lo relativo a la dimension historica, el analisis de la evolucion de los modelos
construidos por los estudiantes en la segunda fase de implementacion permitié al docente
enfatizar el transito por diferentes ciclos de modelacion (lineal y cuadratico) para probar, revisar
profundizar y ampliar, estrategias y conceptos relacionados con la funcion exponencial
inmersos en la MDS, entre los cuales destacan las ideas de variacion, dominio, rango, funciéon

creciente, funcion decreciente, y las representaciones tabulares, graficas y algebraicas.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230198, 2024 23



ISSN 1980-4415
Ev DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230198

5.3.2 Implementacion de la MEA-MXA-MAA

Interaccion profesor-estudiantes. En lo que se refiere a la dimensidon conocimiento
matematico, el profesor observo como los diez estudiantes transitaron por diferentes ciclos de
modelacion al abordar la MAA, y construyeron modelos que incluian una funcion lineal para
el caso del ahorro, una funcién exponencial para las inversiones, y una diversidad de

representaciones, como la verbal, grafica, algebraica y tabular (Figura 6).

CAMBIO DE ILUMINARIA INCANDESCENTE A LED — CUIDA EL MEDIO AMBIENTE E INVERSION
uaci

represento de forma tabular y grafica

CAMBIO DE ILUMINARIA INCANDESCENTE A LED - AHORRO

En el presente represento el ahorro que genera el cambio de nuestra iluminaria incandescente a focos LED.

La formula utilizada fue multiplicando por cada lampara, las horas de uso anual por el consumo en watts por hora
correspondiente, a este resultado se le multiplico el costo actual de Kwh que es de $2.45. T= ((HRAL x CWHL) x 2.45)x9)

\CTUAL INCANDESCENTE

T= ((HRAL x CWHL) x PKwH) x CTL)

10a0s
Crecimiento constante | crecimiento exponencial

57600 207360 5508032 7| $190512
20 72 6100 ss12s  s21s914) 16 9s8e 51400 547981
350 ses00] 90720l 5222264 120 suoel  s7280]  s7.6205)

Total 330 8220 1836500 385208 ssag210) 2850] 128448 ssesro| s31469s)

Con este analisis, determinamos que:

1.- El ahorro anual serd de $63,151.2.

2~ El ahorro del primer afio, considerando el costo de inversién sera de $34,464.2, equivalente a un 36% de nuestro actual
cargo por este concepto.

3 En 10 afios el ahorro ascenderé a $602,825

RENDIMIENTOS DEINVERSION | A1

»

Figura 6 — Modelos tabulares y graficos
Fuente: archivos digitales de estudiantes (Etapa 2)

En cuanto a la dimension instruccional, los modelos construidos por los estudiantes al
abordar la MAA se basaron en el conocimiento que desarrollaron y profundizaron al utilizar
NetLogo y GeoGebra durante la MXA.

En relacion a la dimension histoérica, el profesor describid el proceso de desarrollo de
conocimiento por parte de los estudiantes. Observd que el conocimiento construido al abordar
la MEA y la MXA se utiliz6 para abordar la MAA, lo que evidencia un proceso de transferencia
de conocimientos (Kaminski; Sloutsky; Heckler, 2009). Los modelos construidos por los
estudiantes fueron factibles de compartirse y reutilizarse, lo cual evidencia un progreso en su

comprension.

5.3.3 Evaluacion de la MEA-MXA-MAA

Interaccion investigador-profesor. El profesor describido los diferentes ciclos de
modelacion al abordar la MDS (MEA-MXA-MAA) y discutié como y bajo qué circunstancias
el sistema conceptual de los estudiantes se adaptd para dar sentido a la MAA (dimension
historica). Caracterizd los modelos en términos de niveles de covariacion, uso de relaciones
lineales y exponenciales, y su factibilidad para compartir y reutilizar esos modelos. Ademas,
pudo determinar como y por qué se comprendié de mejor manera a la funcién exponencial, y

coémo los estudiantes la diferenciaron de la funcion lineal. Esto resulto util para interpretar y
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realizar predicciones asociadas con el fendémeno de referencia.

Profesor: Los estudiantes construyen un sistema conceptual con base en sus creencias y
modelos previos, pero de una forma intuitiva [...] Entonces, se observa qué es lo que creo, se
observa lo que hace falta. Se puede profundizar, extraer los conceptos matematicos que estan
ahi [inmersos en los modelos]. La labor del docente es disefiar y estructurar actividades que le
permitan al estudiante construir y utilizar su sistema conceptual.

(Respuesta del profesor al investigador, 2019).

5.3.4 Discusion

Una vez mads, el enfoque multiestratos fue esencial para la ampliacion, modificacion y

refinamiento del sistema conceptual del profesor. Se identificd una evolucion del conocimiento

y habilidades docentes, especialmente para apoyar a los estudiantes en el aprendizaje de la

funcion exponencial (Dimension de conocimiento matematico e instruccional). Los marcos

interpretativos y explicativos utilizados por el docente para comprender el pensamiento de los

estudiantes (Dimension historica) evolucionaron a lo largo del proceso (Cuadro 3).

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

-Cuantas y cuales
representaciones se
utilizaron.

- Atencion en los
modelos finales.
-Se enfatizan las

-Descripcion de representaciones por
su importancia en conceptos de
variacion y covariacion.

-Se amplia y profundiza el concepto
de funcion exponencial: variables,
covariacion, relaciones lineales y

-Importancia de las representaciones
en la construccion de modelos
compartibles y reutilizables.
-Caracterizacion de los modelos con
base en razonamiento covariacional.
-Detalle de la evolucion del

C | representaciones exponenciales, recursividad, base, conocimiento sobre la funcion

M | algebraicas. exponente, ordenada al origen, tasa de | exponencial.
-Asociacion de cambio, traslacion, funcion creciente y | -La idea de covariacion caracteriza al
conceptos: base, tasa decreciente. concepto de funcion.
de crecimiento y -Cambio de atencion del producto al -Promocion y diferenciacion de
exponente de la proceso. modelos lineales y exponenciales en
funcién exponencial. - Considera la evolucion de modelos términos de la tasa de cambio y su

lineales a modelos exponenciales. utilidad para describir fenémenos.

-Identificacion de -Identificacion de estrategias para -Disefio de MDS para profundizar en
perspectivas didacticas | apoyar el aprendizaje, mediante el concepto de funcion exponencial.
en textos. preguntas. -Interés en la transferencia de
-Enfoque en el interés -Incorporacion de NetLogo para conocimiento a través de la MAA
hacia la actividad por simular el crecimiento exponencial. -Modelos compartibles y reutilizables.
los estudiantes. -La tecnologia como medio para -Diferenciacion entre funciones
-Relevancia del explorar, conjeturar, evaluar y lineales y exponenciales.
dinamismo de las diferenciar crecimientos exponencial, | -Interés en satisfacer principios para
tecnologias y su logistico y lineal. el disefio de MEAs (documentacion,

I | potencial para crear -Revisa principios del significado prototipo simple y generalizacion).
representaciones. personal, de construccion del modelo | -Tecnologia como auxiliar en la
-Reconocimiento de los | y autoevaluacion. construccion de modelos que permiten
principios del -Cambio de contextos para reutilizar y | a un cliente explorar y evaluar
significado personal, profundizar en conceptos aprendidos. | predicciones.
construccion del Propone la MXA. -Cambio de contexto de la tarea.
modelo y -Identifica necesidades de direccion, -Determind por qué un concepto fue
autoevaluacion. extension y refinamiento en modelos mejor comprendido.
-Evaluacion con (compartibles y reutilizables).
problemas del texto.

H | -Descripciones -Reconocimiento del proceso de -Descripcion de ciclos de modelacion
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generales de los matematizacion por los estudiantes de los estudiantes y su evolucion, con

modelos finales de los (“el proceso es el producto”). base en razonamiento covariacional

estudiantes, sin mucha | -Reconocimiento y validacion de la -Creacion de categorias para describir

atencion al proceso de | aparicion de modelos lineales. la evolucion de los modelos (el

construccion de -Mejores descripciones de los proceso es el producto)

modelos. modelos de los estudiantes con base -Identificacion de una transferencia

en tipos de variacion y covariacion. del conocimiento de los estudiantes.

-Descripcion de los modelos en su
cardcter compartible y reutilizable.

Cuadro 3 - Caracterizacion de los sistemas conceptuales del docente
Fuente: elaborado por los autores

Tal como lo sefialan Doerr y Lesh (2003), el docente también evolucion6 en su forma
de responder o actuar en el salon de clase, fortaleciendo su comprension del pensamiento lineal
y exponencial a medida que observo la regularidad con la que emergen los modelos lineales
(Dimension instruccional). Estas experiencias, en cada una de las tres etapas, le permitieron
ampliar y refinar su sistema conceptual generando descripciones mas precisas en comparacion
con las que emergieron durante la etapa previa, para interpretar y evaluar lo ocurrido en el aula.
Ademas, el docente reafirm6 el aprendizaje de que durante la construccion de modelos, el

proceso de matematizacion es incluso mas importante que el modelo en si mismo.

6 Reflexiones y Conclusiones

Respecto de la pregunta de investigacion ;Como se modifican las diferentes
dimensiones del sistema conceptual de un profesor de matematicas al estar inmerso en un
programa de actualizacién docente multiestratos bajo el enfoque de la MMP? El docente
modificd su manera de concebir el conocimiento matemadtico, en particular los conceptos de
funcion lineal y funcion exponencial, los cuales se ampliaron para considerar los conceptos
asociados, lo que le permitié acompafiar a los estudiantes en la extension y refinamiento de
estos. El docente se concentrd en el proceso de construccion de modelos por los estudiantes; se
interes6 en describir y documentar mediante categorias como los estudiantes desarrollaron los
conceptos, como los relacionaron entre si, y como generaron habilidades de representacion. El
docente aprendi6 a observar bajo qué circunstancias historicas emergieron los conceptos
relacionados con la funcién exponencial; asi como las representaciones y soluciones a los
problemas planteados. Con apoyo del investigador, el docente fue refinando sus ideas acerca de
coémo introducir la funcidon exponencial y conceptos relacionados, y como se podia apoyar el
desarrollo de habilidades mediante el uso de materiales curriculares. La interaccién con el
investigador y los estudiantes, asi como la construccion, implementacion y evaluacion de las

actividades MEA-MXA-MAA, que fueron dando lugar a la MDS, posibilitaron que el sistema
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conceptual del profesor se modificara, ampliara y refinara.

El proceso de refinamiento iterativo del sistema conceptual del profesor aporta
evidencia de que la actualizacion docente para la ensefianza de las matematicas, mediante la
modelacion, requiere el acompafiamiento de los profesores durante su practica. Por lo tanto,
coincidimos con Lewis (2016) respecto de la importancia de reestructurar los programas de
actualizacion docente, que en su mayoria se limitan a talleres que dejan al profesor la tarea de
profundizar en los conocimientos, y aplicarlos, por si mismos, en sus practicas.

Basados en nuestros hallazgos, encontramos en el enfoque multiestratos un medio para
promover el refinamiento de sistemas conceptuales de los profesores, en el cual se valoran las
aportaciones de los profesores, estudiantes e investigadores.

La actualizacion docente multiestratos, que incorpora el disefio de MDS, es una de las
aportaciones metodologicas de esta investigacion. Al incluir el diseio de MDS en la
actualizacion docente, los profesores pueden desencadenar un proceso de refinamiento iterativo
entre el disefio de la MDS y la ampliacion y refinamiento de las dimensiones de su sistema
conceptual. Adicionalmente, consideramos que las categorias de andlisis de este estudio
(Cuadro 1) podrian resultar utiles para investigaciones futuras que busquen describir el sistema
conceptual de los profesores durante su participacion en programas de actualizacion docente
para la ensefianza de la modelacion.

Este estudio también aporta a la ampliacion de investigaciones en torno a la
actualizacion docente multiestratos por la inclusion de la lectura y discusion de los fundamentos
teoricos de la MMP entre el docente y el investigador durante el disefio de la MDS. Si bien el
enfoque multiestratos fue fundamental para apoyar la evolucion del sistema conceptual del
docente, la discusion sobre elementos teoricos de la MMP impulsé al docente a modificar,

ampliar y crear nuevas oportunidades de aprendizaje para sus estudiantes.

7 Limitaciones

Reconocemos que existieron diferentes limitaciones. Una de ella es que se describe la
evolucion del sistema conceptual de solo un profesor, por lo tanto, es relevante desarrollar
futuras investigaciones que permitan conocer otras trayectorias de evolucion del sistema
conceptual de los profesores, con el objetivo de seguir profundizando en el conocimiento de
estos sistemas, que impulsen una mejora en los programas de actualizacion docente orientados
a la ensefianza de las matematicas, con base en la modelacion. Ademas, debido al interés de

este estudio se abordaron tres dimensiones del sistema conceptual, pero reconocemos que
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pueden existir otras dimensiones que pueden ser exploradas para comprender a profundidad el
sistema conceptual de los docentes. También se podrian identificar las variaciones que emergen

cuando la MDS se genera en otros contextos y en otros niveles educativos.

Reconocimiento

Extendemos nuestro agradecimiento a la Universidad de Guadalajara y al proyecto
Campus Viviente UTSA (https://campusviviente.org/). Cualquier opinion, hallazgo, conclusion
o recomendacion expresada en este material es responsabilidad exclusiva de los autores y no

refleja necesariamente los puntos de vista de estas universidades.
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