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Resumen

La presente investigacién tiene que ver con las contradicciones dialécticas y su relacion con el aprendizaje de
saberes geométricos en la formacidn inicial de profesores de matematicas. En particular, analizamos la manera en
que un futuro profesor y el formador enfrentan una contradiccién de este tipo, mientras resuelven colectivamente
un problema de construccion con GeoGebra, y ofrecemos una explicacion de como lo anterior contribuye al
aprendizaje de la geometria movilizada en la actividad. Para ello, nos posicionamos en una perspectiva educativa
historico-cultural para analizar un episodio en que un futuro profesor y el formador dialogan sobre la respuesta al
problema de construir un triangulo isosceles con GeoGebra. Este analisis se realiz6 en dos etapas para captar el
movimiento de ascenso de lo abstracto a lo concreto del objeto de estudio. Los resultados incluyen la descripcién
de tres acciones formativas que aportan informacion del modo en que surgié y se enfrentd una contradiccion
conceptual, y una explicacion de coémo esto contribuy6 al aprendizaje del saber movilizado. Concluimos que la
manera en que la contradiccion fue enfrentada por los participantes favorecié la toma de conciencia del saber y
permitié la ruptura de la relacién practico-utilitarista que el futuro profesor mantuvo con la tarea.
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Construcciones geométricas.
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Abstract

This research deals with dialectical contradictions and their relationship with the learning of geometric knowledge
in the initial mathematics teacher education. Specifically, we analyze how a pre-service teacher and the teacher
educator handle such a contradiction while collectively solving a construction problem using GeoGebra, and we
offer an explanation of how this contributes to the learning of geometry mobilized in the activity. To do so, we
adopted a historical-cultural educational perspective to analyze an episode in which a pre-service teacher and the
teacher educator engage in a dialogue regarding the solution to the problem of constructing an isosceles triangle
with GeoGebra. This analysis was carried out in two stages to capture the movement from the abstract to the
concrete in the object of study. The results include the description of three formative actions that provide
information on how a conceptual contradiction emerged and was confronted, as well as an explanation of how this
contributed to the learning of the mobilized knowledge. We conclude that the way in which the contradiction was
addressed by the participants facilitated awareness of the knowledge and allowed for the break from the practical-
utilitarian relationship that the pre-service teacher maintained with the task.

Keywords: Mathematics teacher education. Theory of objectification. Contradictions. Geometric constructions.

1 Introduccion

La vision del aula de matematicas que se tenga varia segun el paradigma educativo desde
el cual nos posicionamos. Segin Radford (2021), dos formas de entenderla han dominado el
escenario educativo de los ultimos cincuenta afios. Desde el paradigma de la transmision de
saberes, el aula de matematicas se concibe como ese espacio en donde los estudiantes adquieren
los contenidos matematicos de una forma pasiva y obediente. Desde el paradigma
constructivista, el aula se concibe como un espacio de promocion de la autonomia intelectual
del estudiante, lo que implica entregar a éste la responsabilidad de su propio aprendizaje. En
contraste con estos paradigmas, una perspectiva educativa historico-cultural entiende el aula de
matematicas como un espacio social de realizacion personal y colectiva en donde profesores y
estudiantes se coproducen como sujetos historicos, condicionados por la cultural a la que
pertenecen (Radford; Lasprilla, 2020).

Indistintamente del paradigma educativo que asumamos, el aula de matematicas no esta
exenta de las fensiones que surgen, ineludiblemente, a lo largo del proceso de ensefianza-
aprendizaje desplegado en ella. De hecho, Radford (2023, p. 101) concibe el aprendizaje como
un encuentro continuo y tenso entre “entre un mundo cultural y los individuos tUnicos que se
encuentran con €1”. De alli que profesores y estudiantes se vean en la necesidad de lidiar con
las situaciones de tension que emergen en el aula de matematicas.

Lo anterior no es exclusivo de los contextos escolares mas elementales. En contextos de
formacion inicial de profesores de matematicas, el aula también puede entenderse como un
espacio de realizacion de formadores y futuros profesores, desde donde estos sujetos pueden

experimentar tanto placer como frustracion. En este sentido, el aprendizaje de los futuros
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profesores de matematicas (FPM) en las aulas universitarias implica la coexistencia permanente
con tensiones que surgen, especialmente, cuando ellos se acercan a los objetos matematicos que
deberan ensefiar a futuro (Paula; Cyrino, 2018).

En la dialéctica-materialista, tensiones como las vivenciadas por los FPM durante su
formacion conducen a lo que se conoce como contradicciones. Actualmente, existe cierta
literatura sobre las contradicciones y su contribucion al desarrollo profesional de profesores de
matematicas en ejercicio (Goodchild; Jaworski, 2005; Harvey; Nilsson, 2022; Stouraitis; Potari;
Skott, 2017; Yamagata-Lynch; Haudenschild, 2009). No obstante, se cuenta con poca literatura
sobre el tema de las contradicciones y su contribucion al aprendizaje de los FPM, hecho que
llama la atencion si pensamos en la afirmacion dialéctico-materialista de que la contradiccion
es el motor que impulsa el desarrollo de la propia existencia humana (Tse-Tung, 2014).

Con la intencion de aportar elementos que contribuyan a esta discusion, en este articulo
nos planteamos la siguiente pregunta: ;cémo la manera en que se enfrentan las contradicciones
surgidas durante la resolucion de un problema de construccién con GeoGebra, en un contexto
de formacioén inicial de profesores de matematicas, contribuye al aprendizaje de los saberes

geométricos movilizados en la actividad?

2 Marco tedrico

Para responder la pregunta de investigacion, partimos fijando posicion sobre el
significado del aprendizaje de saberes geométricos en contextos de formacion inicial de
profesores de matematicas y su relacion con las contradicciones. Apoyados en la teoria de la
objetivacion (TO), asumimos el aprendizaje como procesos de objetivacion®, es decir, como
aquellos “procesos activos, corporeos, discursivos, simbdlicos y materiales por medio de los
que los estudiantes encuentran, notan y se familiarizan criticamente con sistemas de
pensamiento, reflexion y accion histérica y culturalmente constituidos” (Radford, 2023, p. 44).
Dado que solo mediante el prisma de la actividad es posible comprender el modo en que las
contradicciones emergen, evolucionan y eventualmente son superadas (Iliénkov, 1977),
valoramos la concepcion de aprendizaje de la TO por el énfasis que coloca en la actividad
practica de estudiantes y profesores como categoria central para explicar el modo en que los
saberes culturales se revelan a nuestra consciencia.

En sintesis, los procesos de objetivacion que ocurren en actividades de formacion inicial

1 En la TO, “el aprendizaje es tanto conocer como devenir” (Radford, 2017a, p. 97). Sin embargo, adoptamos en
la investigacion una aproximacion al aprendizaje desde la vertiente del conocimiento.
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de profesores de matemadticas constituyen actos progresivos de toma de conciencia de
determinados saberes docentes movilizados en cada actividad. En esta concepcion de

aprendizaje destacan las tres ideas que desarrollamos en los siguientes apartados.

2.1 Saber acerca de las construcciones euclidianas con GeoGebra

Por construcciones euclidianas entendemos aquellas construcciones geométricas con
regla y compds que aparecen en la obra Elementos de Euclides y que siguen presentes en el
curriculo de matematicas chileno (Iturra ef al., 2019). Si bien la regla y el compas han sido los
artefactos de construccion geométrica por excelencia, también es cierto que el software
dinamico es cada vez mas utilizado en la resolucion de construcciones euclidianas dentro de la
escuela. De hecho, este artefacto digital ha adquirido una relevancia notable en los procesos de
formacion didéactica y disciplinaria en geometria del profesorado de matematicas en Chile
(MINEDUC, 2021).

En este articulo, las construcciones euclidianas con GeoGebra evocan conscientemente
un saber docente que el profesor moviliza cuando, por ejemplo, utiliza GeoGebra para construir
un tridngulo isésceles a partir del tamano de sus lados, tratando de reconocer en este problema
su potencial geométrico para el logro de un objetivo de aprendizaje (Groenwald; Llinares,
2022). Este saber, al que decidimos llamar saber acerca de las construcciones euclidianas con
GeoGebra (SACEQ), se entiende como “un sistema codificado de procesos corporeos,
sensibles y materiales de accion y de reflexion, constituidos historica y culturalmente”
(Radford, 2017a, p. 101, énfasis en el original), que a su vez se nutre de saberes especificos de
la formacidn inicial de profesores de matematicas que incluyen el saber disciplinario (Tardif,
2002) que la tradicion cultural ha producido y que las universidades difunden por medio de
asignaturas o cursos de geometria euclidiana y su didactica.

En cuanto a GeoGebra, es importante destacar su relevancia actual en los procesos de
formacion didactica y disciplinaria del profesorado de matematicas de Chile, segin el
Ministerio de Educacion (MINEDUC, 2021). Apoyados en las ideas de Radford (2014),
consideramos este soffware como un artefacto cultural de naturaleza digital que ofrece a los
usuarios una serie de contenidos conceptuales en la forma de herramientas de construccion, y
un espacio de trabajo (apariencia Geometria) estructurado conceptualmente para experimentar
con los contenidos y producir formas novedosas de construir dibujos dindmicos.

Por ejemplo, si se desea construir con GeoGebra un tridngulo equilatero, conocidos el

tamafo de sus lados (cantidad de longitud del segmento m) y uno de sus vértices (punto P), la
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herramienta Poligono ofrece un modo de proceder guiado por la localizacion de los demas
vértices del tridngulo (Figura 1), el cual adquiere una forma material en las acciones de
construccidon que resultan necesarias para el logro de la respuesta. En este modo de proceder
subyace una idea moderna del tridngulo como “una porcion de plano limitada por tres
segmentos unidos, dos a dos, por sus extremos” (Godino; Ruiz, 2002, p. 465), cuyas
propiedades fundamentales pueden ser reconocidas o no por los futuros profesores a lo largo de
la construccion. En este estudio, llamamos conceptualizacion al contenido conceptual que

subyace en la herramienta Poligono.

€7 GeoGebra Classic 5

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Nz > o= rENEE

“O-

v A( Poligono
Selecciona todos los vértices, luego el primero nuevamente

Figura 1 — Conceptualizacion del poligono por la herramienta correspondiente
Fuente: los autores

Dado que P es uno de los vértices del tridngulo equilatero, su construccién por medio
de la herramienta Poligono requiere de las siguientes acciones: localizar el segundo vértice del
tridngulo (A,), localizar el tercer vértice del triangulo (4,) y dibujar el tridngulo (A3). Cada
accion se realiza por medio de operaciones con el software (04,05, ...,0s) que conducen
progresivamente al dibujo dinamico esperado. El Cuadro 1 proporciona un ejemplo de estas

acciones y de las operaciones correspondientes que entregan una respuesta al problema anterior.

Acciones y operaciones Dibujo dinaAmico

A;: Localizar el segundo vértice
0;: Construir la circunferencia ¢ con centro P y radio
m - Circunferencia: centro y radio
0,: Fijar un punto A en la circunferencia c - Punto
A,: Localizar el tercer vértice
05 Construir la circunferencia d con centro A y que
pasa por P - Circunferencia (centro, punto)
0,: Intersecar las circunferencias ¢ y d en el punto B
- Interseccion
Aj: Dibujar el triangulo
Os: Dibujar el triangulo t, con vértices P, Ay B -
Poligono

Cuadro 1 - Procedimiento de construccion del triangulo equilatero
Fuente: los autores

Llamamos procedimiento de construccion al conjunto de acciones y operaciones con el
software que se realizan con la intencion de entregar una respuesta a la construccion euclidiana
con GeoGebra (un problema de construccion) propuesta. En esta investigacion, la importancia
de estos procedimientos radica en su produccion, pues es ahi donde las contradicciones emergen

y evolucionan para favorecer o no la toma de conciencia del SACEG.
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2.2 Toma de conciencia del SACEG

Segtn la TO, la toma de conciencia del saber implica una reflexion, es decir, un
movimiento dialéctico entre la realidad objetiva y el individuo “que la refracta (y la modifica)
segun las interpretaciones y sentidos subjetivos propios” (Radford, 2006, p. 108). Asi, la toma
de conciencia del SACEG puede entenderse como una manera especificamente humana de
reflexion subjetiva y de discernimiento critico sobre un determinado objeto geométrico, cuyas
propiedades fundamentales se muestran (y se ocultan) en el procedimiento de construccion con
GeoGebra correspondiente.

Es por medio de la toma de conciencia del SACEG que los futuros profesores forman
cierta sensibilidad cultural que les permite orientarse e intervenir responsablemente en la
produccion de sus procedimientos de construccion con GeoGebra. Un aspecto a destacar de los
procesos de toma de conciencia es que la causa fundamental de su desarrollo no se encuentra
fuera de los actos de reflexion y discernimiento que le constituyen, sino dentro de si mismos,
en su “caracter contradictorio interno” (Tse-Tung, 2014, p. 7). Por lo tanto, se tiene que la toma
de conciencia del SACEG ocurre mientras se producen procedimientos de construccion con
GeoGebra que, a su vez, portan contradicciones que pueden actuar como fuerza impulsora de
las acciones y reflexiones de los sujetos hacia la busqueda de respuestas compartidas.

Segtn la filosofia dialéctico-materialista, la contradiccion es una categoria dindmica
inherente a todo fendmeno o proceso de la realidad, la cual se revela al pensamiento mediante
la lucha entre contrarios que coexisten como una unidad concreta (Iliénkov, 1977; Kosik, 1967;
Spirkin, 1969). Por ejemplo, una contradiccion relacionada con el uso de GeoGebra en la
produccion colectiva de un procedimiento como el del Cuadro | se expresa en la negacion
reciproca de dos modos distintos de proceder con el software, uno impregnado de la
conceptualizacion detras de la herramienta Poligono y otro que, al no estarlo, queda a merced
de la experiencia practico-sensorial de los futuros profesores con los dibujos geométricos en
papel y lapiz, lo que alimenta una manera de pensar en el triangulo como la reunion de
segmentos unidos dos a dos por sus extremos (y no como porcion de plano).

En la lucha entre ambos modos de proceder, los futuros profesores tienen la oportunidad
de transformar las propiedades fundamentales del objeto geométrico que se trate (p. €j., las
relaciones métricas entre los lados del tridangulo) en objeto de conciencia y de discernimiento
critico. Esto implica aceptar tanto que las contradicciones habitan en los procedimientos de
construccion con GeoGebra de los futuros profesores, como que tales contradicciones otorgan

movimiento y direccion a la toma de conciencia del SACEG. Es por esto que tales
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procedimientos son importantes para la investigacion, ya que es a través de su produccion en el
aula que podemos explicar como surgen y evolucionan las contradicciones que habitan en los
modos de proceder de los estudiantes y como la forma en que éstas son tratadas puede contribuir
al aprendizaje del SACEG. Esta concepcion de aprendizaje implica realizar un importante
esfuerzo fisico, mental, emocional y colectivo, un desgaste de energias que la TO define como

labor conjunta.

2.3 Labor conjunta alrededor de los procedimientos de construccion con GeoGebra

Si bien la produccion de procedimientos de construccion con GeoGebra es una
oportunidad para el aprendizaje del SACEG, las contradicciones que habitan en estas obras
sugieren la posibilidad de que las propiedades fundamentales de los objetos geométricos
evocados en ellas objeten los modos de proceder de los futuros profesores. En otras palabras,
los procedimientos de construccion con GeoGebra pueden ocultar la esencia del SACEG
movilizado en la formacion, lo que hace necesario transitar por un camino que conduzca al
encuentro critico con este saber. En la TO, el saber "se crea y recrea por medio de la actividad
historico-cultural sensual y sensible. El saber solo puede llegar a la existencia sensible mediante
la actividad préctica y colectiva; es decir, la actividad con otros " (Radford, 2023, p. 35). Para
destacar su caracter de espacio de inscripcion en la sociedad, la TO se refiere a la actividad del
aula de matematicas como labor conjunta.

En esta investigacion, asumimos que la produccion de un procedimiento de construccion
con GeoGebra ocurre a través de una actividad de formacion inicial que es corpdrea, sensorial
y artefactual, y que eventualmente puede llegar a constituirse en una labor conjunta, de acuerdo
con el proyecto didactico del formador. Inmersos en esta actividad, los futuros profesores y el
formador trabajan juntos en la busqueda de respuestas al problema de construccion euclidiana
que ha desencadenado el procedimiento en cuestion. Este modo colectivo de proceder con el
software da cuenta de una forma sensible y material de pensar sobre el objeto geométrico de la
construccion que, en la TO, recibe el nombre de obra comun (Radford, 2023).

Esta labor conjunta ocurre en un espacio-tiempo de formacién compartido y repleto de
medios, fines, instrumentos, demandas y esfuerzos particulares y colectivos (Kosik, 1967), lo
que propicia la emergencia de tensiones debido a las contradicciones conceptuales y
emocionales de las que estd hecha la obra comun (Radford, 2023). Bajo estas condiciones se
genera esta obra y, al generarse, los futuros profesores se encuentran con formas historicas y

culturales de pensar geométricamente (el SACEG en movimiento), de las cuales pueden tomar
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consciencia de manera progresiva y critica.

En definitiva, nuestro posicionamiento tedrico nos revela vinculos entre el aprendizaje
del SACEG vy las contradicciones internas en los modos de proceder de los futuros profesores
al resolver problemas de construccion con GeoGebra orientados al encuentro con este saber.
Para aportar evidencia empirica que respalde nuestra comprension de este fenomeno, hemos
formulado los siguientes objetivos de investigacion:

1. Describir la manera en que una contradiccion surge y es enfrentada durante la
actividad desplegada por un futuro profesor de matematicas y el formador, alrededor
de la resolucion de un problema de construccion con GeoGebra.

2. Ofrecer una explicacion de como el modo en que se enfrenta la contradiccion

contribuye al aprendizaje del SACEG movilizado durante la actividad.

3 Metodologia

3.1 Participantes y contexto

Este articulo se enmarca en un proyecto de investigacion doctoral (Prieto, 2022) cuyo
objetivo fue analizar las condiciones para el disefo, la implementacion y evaluacion de una
actividad de formacion inicial docente en matematicas, orientada al aprendizaje del SACEG
desde una perspectiva educativa histdorico-cultural. Esta actividad de formacion se implemento
en tres ocasiones, con FPM pertenecientes a tres universidades de Chile.

En el segundo semestre de 2019, esta actividad se implementdé mediante la asignatura
Optativa de Especializacion 11, ubicada en el 8° semestre de una carrera de Pedagogia en
Matematicas de diez semestres de duracion. Esta asignatura buscaba promover el desarrollo de
competencias en los FPM para resolver problemas matematicos, considerando la deteccion de
dificultades y la aplicacion de alternativas de solucion. Ademas, también se buscaba que los
estudiantes manifestaran un compromiso ético con la asignatura, basado en principios y valores
de justicia, bien comun y de dignidad a expresarse en el contexto profesional.

La matricula de la asignatura fue de tres estudiantes quienes, para el momento de la
investigacion, habian cursado asignaturas de formacion general, disciplinaria y profesional en
las que ocasionalmente se utiliz6 GeoGebra con diferentes propositos. De este modo, los FPM
tenian familiaridad con este sofiware, lo que les permitié enfrentar las tareas de construccion
elaboradas ad hoc para la actividad de formacion. A lo largo de cinco encuentros de 90 minutos

cada uno, se aplicaron cuatro tareas que demandaban a los FPM construir dibujos dindmicos
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representativos de objetos geométricos, comunicar los procedimientos de construccion
empleados y justificar estos procedimientos. Las construcciones debian producirse en hojas de
trabajo (archivos de GeoGebra, version 5.0) con las condiciones iniciales de cada tarea.

La tarea 4 fue aplicada en el cuarto encuentro y consistid en tres problemas de
construccion sobre tridngulos y cuadrilateros. El primer problema (de interés para esta
investigacion) demandaba la construccion con GeoGebra de un tridngulo isdsceles, conocidos
un vértice (punto P) y el tamafo de dos lados (m y n). Sobre el tamafio de los lados, se tomo
como condicién del problema que 2m < n, de manera que éste admitiera una unica solucion:
aquella en la que m representa el tamano del lado desigual del triangulo (en adelante, la base).
Una respuesta a este problema fue producida por Gonzalo? (Figura 2), en un instante anterior a

los hechos reportados en este articulo®.

Ay: Localizar el segundo vértice

T
0;: Se traza la recta / paralela al segmento m por el punto P - Paralela . x /
0,: Se construye el segmento i con extremo P y longitud m, dando lugar
al punto £ — Segmento de longitud dada / \
[/ ‘ \ O\
[ [ \ \
| |

Ajy: Localizar el tercer vértice
03: Se traza la circunferencia e con centro Py radio n — Circunferencia:

centro y radio
04: Se traza la circunferencia & con centro £ y radio n — Circunferencia:
centro y radio

0 r“ I T “
\ u\ /.‘ /
0Os: Se intersecan las circunferencias e y &, dando lugar a los puntos F 'y G
— Interseccion \\ W //
Aj: Dibujar el triangulo
e

Og: Se dibuja el tridgngulo t; con vértices P, F'y E - Poligono

T
|
|

Figura 2 — Procedimiento de construccion del triangulo isésceles de Gonzalo
Fuente: datos de la investigacion

Aunque el procedimiento de la Figura 2 entregaba una solucién al problema, esta
respuesta tenia como caracteristica la determinacion del segundo vértice del triangulo mediante
el trazado de un segmento de longitud m (0,) que no se vinculaba a la recta h (0,), haciendo
innecesaria esta ultima operacion. Dada la ausencia del uso de circunferencias para transportar
medidas, el formador invit6 a Gonzalo a pensar en otro modo de proceder que no implicara el
uso de la herramienta Segmento de longitud dada (0,).

Esta investigacion se situa en este contexto. Especificamente, analizamos el fragmento
de la actividad de Gonzalo y el formador en el que ellos dialogaron sobre la nueva respuesta al
problema (en adelante, episodio). En este episodio observamos como surge una contradiccion
conceptual cuyo tratamiento por los participantes revela vestigios de una posible contribucién

al aprendizaje del SACEG movilizado en la actividad.

3.2 Recoleccion y produccion de los datos

2 Pseuddnimo usado para identificar al futuro profesor, quien cursaba el Gltimo afio de carrera.
3 Lo que se quiere decir con esto es que la respuesta de Gonzalo al problema (Figura 2) no forma parte del episodio
analizado en este articulo, aunque se haya producido en la misma actividad de formacion.
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La informacion analizada en este articulo se recabé mediante la observacion participante
(Flick, 2007), usando como instrumentos: (i) la grabacion de audio y video de la actividad de los
participantes; (ii) fotografias de lo escrito en la pizarra; y (iii) un diario con anotaciones sobre los
acontecimientos importantes del encuentro. Otro instrumento que usamos fue la hoja de trabajo
con la respuesta de Gonzalo producida durante la actividad.

Los datos se produjeron en dos momentos: (i) transcripcion de los didlogos usando el
instrumento del Cuadro 2; e (ii) incorporaciéon a la transcripcion de imagenes del instante
correspondiente a cada enunciado, destacando los elementos de interaccion interpersonal y de

comunicacion no verbal que no podian traducirse por escrito (Powell; Silva, 2015).

Video: Materia prima
Tarea GGB-4b: Procedimiento de construccion: Dibujo dindmico:

Herramienta usada:

Definicion de la herramienta:

Linea N° Contenido de la transcripcion Comentarios
1
2

Cuadro 2 — Instrumento utilizado para la produccion de los datos
Fuente: datos de la investigacion

3.3 Analisis de los datos

Los datos capturan una realidad concreta y caotica, en la que ha ocurrido un proceso de
objetivacion del SACEG que podemos explicar en términos del modo en que los participantes
enfrentaron las contradicciones surgidas en su seno. Para ofrecer esta explicacion, el analisis se
inspird en el método dialéctico-materialista (Gadotti, 1995; Moretti; Martins; Souza, 2017), el
cual consiste en analizar sistematicamente los aspectos contradictorios de una realidad para
comprenderla en el conjunto de su movimiento, a través de lo que, en la terminologia dialéctico-
materialista, se conoce como el ascenso de lo abstracto a lo concreto. De acuerdo con Davidov

(1988, p. 150), este ascenso se da en dos etapas:

[...] 1) sobre la base del analisis de los datos facticos y su generalizacion se separa la
abstraccion sustancial, que fija la esencia del objeto concreto estudiado [...]; 2) luego,
por via de la revelacion de las contradicciones [en la abstraccion sustancial] y de la
determinacion del procedimiento para su solucion practica, sigue la ascension desde
la esencia abstracta y de la relacion universal no desmembrada a la unidad de los
aspectos diversos del todo en desarrollo, a lo concreto.

A partir de lo anterior, definimos dos etapas para el andlisis. En la primera etapa
realizamos lecturas sucesivas a la transcripcion para identificar la dinamica y estructura del

episodio (Moura, 2004), en atencion a las tensiones experimentadas por los participantes en la
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toma de conciencia del SACEG movilizado. Como resultado, describimos tres acciones
formativas (percibir, reconocer y posicionarse) que, en su conjunto, aportan informacion sobre
el modo en que surgid y se enfrento la contradiccion en la respuesta de Gonzalo.

En la segunda etapa analizamos el desarrollo de las tres acciones formativas, tomando
como principio la primera ley de la dialéctica-materialista, conocida como ley de unidad de los
contrarios. De acuerdo con Albd (1962), esta ley se define a partir de tres aspectos: unidad,
lucha e interpenetracion. El primer aspecto establece que toda cosa esta compuesta por dos
polos opuestos necesariamente ensamblados entre si, lo que da cuerpo a la contradiccion. El
segundo aspecto sugiere que los polos opuestos de una contradiccion se mantienen en constante
lucha, conservando en movimiento el desarrollo del proceso de toda cosa. Finalmente, el tercer
aspecto sostiene que los polos opuestos de una contradiccion no se anulan entre si, sino que se
transforman en una nueva sintesis de determinaciones.

Lo anterior nos guio en el reconocimiento de una contradiccion conceptual que habitaba
en el procedimiento de construcciéon de Gonzalo, permitiéndonos evidenciar tanto los polos
opuestos de esta contradiccion, como el modo en que éstos lucharon en el episodio hasta
transformarse en una nueva sintesis de determinaciones. Sobre los polos opuestos, nos fijamos
en un hecho puntual: el estado de tension de los participantes ante el modo de proceder de
Gonzalo al inicio del episodio. En sintesis, consideramos: (a) el lugar ocupado por los polos
opuestos en el episodio; (b) la relacion de interdependencia entre estos polos; y (¢) los medios
empleados por éstos en la lucha con su contrario (Tse-Tung, 2014). Esta etapa resultd en una
explicacion de como el manejo de la contradiccion conceptual en el episodio contribuy¢ al

aprendizaje del SACEG movilizado.

4 Resultados y discusion

4.1 Acciones formativas

El andlisis nos permitio identificar tres acciones formativas (percibir, reconocer y
posicionarse) que dan cuenta de la manera en que una contradiccion surgié y fue enfrentada
por Gonzalo y el formador durante el episodio. Los datos sugieren que estas acciones se
originaron a partir de las diferencias entre el procedimiento de construccion de Gonzalo
(materia prima de la actividad) (Figura 3a) y la respuesta esperada por el formador. Tales
diferencias dieron lugar a una contradiccion conceptual que orientd las acciones y reflexiones

de los participantes hacia la produccidn de la obra comun, por medio de la cual buscaron superar
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las tensiones existentes (Figura 3b).

(a) - (b) : T
//,, ~e. .\\\\\ h /k4 R %
/ / / \\\ \\\
/ : \ : ’// /// I \\ \\
/ / \
\ / " L\ / o \‘ |
| } \ ( ‘ ‘
/ \ \‘ / | |
\ / \ y / ‘\ \“ \ / / |
/ \ \
\ m / \'\ \ /
y \ \: -
v / » b \\ //’/ / /
No. Operacion — Herramienta usada: No. Operacion — Herramienta usada:
1. Se construye la circunferencia e con centro Py radio n 1. Se construye la circunferencia e con centro P y radio m
Compas. Compas.
2. Se fija el punto £ sobre la circunferencia e — Punto. 2. Se fija ¢l punto £ sobre la circunferencia e — Punto.
3. Se construye la circunferencia /& con centro Py radio m - 3. Se construye la circunferencia & con centro Py radio n -
Compas. Compas.
4. Se construye la circunferencia k con centro £ y radio m 4. Se construye la circunferencia k con centro £ y radio n
Compas. Compas.
5. Se intersecan las circunferencias 4 y k, dando lugar al
punto F — Punto.
6. Se dibuja el triangulo ¢/ con vértices P, F'y E — Poligono.

Figura 3 — Procedimientos de construccion surgidos al inicio y final del episodio
Fuente: datos de la investigacion

4.1.1 Percibir

La primera accion formativa comienza cuando Gonzalo realiza el procedimiento de
construccion de la Figura 3a, al mismo tiempo que explica al formador cada operacion que
utiliza. Después de llevar a cabo O3 y 0,4, Gonzalo y el formador percibieron la ausencia de
algun punto de interseccion entre las circunferencias h y k (Figura 3a), lo cual dificultaba la
ubicacion del tercer vértice del tridangulo. A la luz del marco teorico, la ausencia de interseccion
provoco en los participantes cierta reaccion de sorpresa que se transformo en curiosidad
espontanea y les movio a prestarle atencion. De hecho, los datos muestran que Gonzalo realizo
05 y 0, (tal como lo habia hecho para el procedimiento anterior), aunque expreso cierta cautela
sobre la efectividad de estas operaciones (linea 12) ante la pregunta del formador (linea 11).

[11] Formador: Listo. Ahora, ;jqué sigue?

[12] Gonzalo: Ahora... Esto es lo que no sé si va a funcionar, pero deberia [selecciona la
herramienta Compas de GeoGebra]. Con la funcion Compds... [realiza las operaciones O
(Figura 4a) y 0, (Figura 4b) de la Figura 3a] (Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el

formador, 2019). \
a — \ b i I
DRI

Figura 4 — Operaciones 05 y O, realizadas por Gonzalo
Fuente: datos de la investigacion

Llama la atencién que el acto de percibir en esta accion formativa estuviera marcado

por la emocionalidad de los participantes, en razon de la ausencia de algun punto de interseccion
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entre h y k. Efectivamente, tanto Gonzalo como el formador expresaron sus emociones ante
dicha ausencia a través de gestos de sorpresa (linea 13), negacion (linea 14), confusion (linea
15), incertidumbre (linea 16) y curiosidad (linea 17). Sin embargo, el futuro profesor comenzo
a buscar una explicacion logica para este hecho hacia el final de este dialogo (linea 18).

[13] Formador: [se queda mirando la construccidon con extrafiezal].

[14] Gonzalo: No se puede.

[15] Formador: ;Como?

[16] Gonzalo: [guarda silencio].

[17] Formador: ;Qué paso?

[18] Gonzalo: Que yo necesito la interseccion para poder hacer ese triangulo [se refiere al
punto de interseccion entre las curvas h y k] (Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el
formador, 2019).

La falta de un punto de interseccion entre las curvas h y k movié a los participantes a

pensar en una explicacién de este hecho, dando lugar a la siguiente accion formativa.

4.1.2 Reconocer

La segunda accién formativa da cuenta del modo en que Gonzalo y el formador
reconocieron en la desigualdad triangular la propiedad fundamental que permitia explicar la
ausencia de un punto de interseccion entre las circunferencias h y k. Esto fue posible gracias a
la actividad semiotica desplegada por los participantes para hacer evidente la relacion entre
dicha propiedad y el procedimiento de construcciéon compartido por Gonzalo.

Al inicio de esta accion, el formador invité a Gonzalo a proporcionar mas detalles (linea
19) acerca de la relacion entre la necesidad de la interseccion y la posibilidad de construir el
tridngulo que el futuro profesor habia expresado en la linea 18. Gonzalo respondi6 a esta
invitacion estableciendo una relacion entre el tamafio de los lados del tridngulo (relacion m >
n/2) (linea 20), lo que el formador aprovecho para poner en duda la decision del futuro profesor
de hacer de n el tamafio de la base del triangulo (operacion O, de la Figura 3a) (linea 21). No
obstante, cuando el formador pidié a Gonzalo una explicacion de la inconveniencia de hacer de
n la base del triangulo (lineas 22 y 23), rapidamente el futuro profesor abandon¢ la relacion
establecida en la linea 20 para recurrir nuevamente a la percepcion visual sobre el dibujo en la
pantalla (linea 24), reduciendo las posibilidades de establecer vinculos con la desigualdad
triangular. Ante esto, el formador utilizo la falta de interseccion entre las circunferencias h y k
como punto de partida para traer esta propiedad geométrica a la actividad, sin dejar de lado su
critica sobre la operacion 0, (linea 25).

[19] Formador: ;Y entonces?
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[20] Gonzalo: Que m deberia ser, por lo menos, mas grande que la mitad de n para poder hacer
el triangulo isosceles con base n.

[21] Formador: Es decir, el procedimiento que aplicaste hace un momento, hace rato, tomando
como base a m, no funciona cuando la base es n. ;Cierto?

[22] Gonzalo: [después de unos segundos de silencio] Parece que no.

[23] Formador: Parece que no. No funciona. ;Por qué?

[24] Gonzalo: Porque no hay interseccion entre las circunferencias.

[25] Formador: Si no hay interseccion entre las circunferencias, [entonces] hay algo que no se
cumple, que podemos conseguir en la teoria [geométrica). ;1e acuerdas de eso? ;Te acuerdas
de una propiedad de los triangulos que no se esta cumpliendo aqui? (Transcripcion de la
actividad de Gonzalo y el formador, 2019).

El esfuerzo del formador en la linea 25 continu6 con una invitacion a dialogar sobre la
desigualdad triangular como propiedad fundamental para la construccion de tridngulos con regla
y compaés (linea 26). Atendiendo a esta invitacion, Gonzalo retomo la idea de la linea 20, esta vez
refiriéndose a los radios de las circunferencias h, k y e (Figura 3a) que fueron definidos a partir
del tamafio de los lados m y n (linea 27). Luego de reconocer que la respuesta del futuro profesor
se acercaba a la relaciéon que implica la desigualdad triangular, el formador hechd mano de los
recursos semidticos disponibles en el aula (mas alla del espacio de trabajo del software) para crear
condiciones que hicieran posible la transformacion de esta propiedad en objeto de conciencia para
Gonzalo (linea 28). Especificamente, el formador utilizé el dibujo de un triangulo con lados a, b
y ¢ para preguntar sobre la condicidn que las medidas de estos lados debian cumplir para que el
triangulo existiera. La respuesta de Gonzalo, caracterizada por un silencio significativo, sugiere
que no era plenamente consciente de esta propiedad en ese instante (linea 29).

[26] Formador: Si quieres lo discutimos [se refiere a la desigualdad triangular]. Este es un
conocimiento fundamental de geometria y de ese saber depende que seamos capaces de
construir triangulos a partir de condiciones iniciales. Tenemos este problema [sefiala la
construccion de Gonzalo]. No hay interseccion. jPor qué?

[27] Gonzalo: [hace un breve silencio] O sea, no hay interseccion porque los radios [de las
circunferencias h y k de la Figura 3a] son menores que la mitad del radio de la circunferencia
mayor [refiriéndose a la curva e en la misma figura].

[28] Formador: Por alli viene la cosa. Fijate, ya estas conectando. ;T te acuerdas de...? Si yo
tengo un triangulo cualquiera [dibuja un triangulo cualquiera de lados a, b y ¢ (Figura 5)], ;qué
condicion cumplen las medidas de estos lados para que el triangulo exista?

Figura 5 — El formador dibuja un triangulo de lados a, b y ¢ en la pizarra
Fuente: datos de la investigacion

[29] Gonzalo: [se queda callado y observa la interfaz del software en la computadora mientras
se lleva la mano a la boca (Figura 6)] (Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el formador,
2019).
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Figura 6 — Gonzalo se lleva la mano a la boca
Fuente: datos de la investigacion

Para lograr que Gonzalo tomara conciencia de la desigualdad triangular, el formador
empled una estrategia de trabajo basada en la comparacion de los tamafios de los lados del
tridngulo dibujado previamente en la pizarra (ver Figura 5), apoyandose en un caso especifico
(Figura 7) que les permitiera transitar de lo particular a lo general. Especificamente, se
establecieron comparaciones uno a dos, es decir, se relaciono el tamafio de cada lado del
tridngulo con el de los lados restantes (unidos por la suma de sus medidas), empleando
coordinadamente palabras, gestos e inscripciones de varios tipos (lineas 30 a la 35).

[30] Formador: Busquemos un caso particular. No sé si te acuerdas de este triangulo muy
famoso, con lados 3, 4 y 5 [dibuja un triangulo rectangulo con tales medidas (Figura 7)].

Figura 7 — Triangulo rectangulo utilizado por el formador
Fuente: datos de la investigacion

[31] Gonzalo: Si.

[32] Formador: Una terna pitagorica, ;cierto? Lo que se cumple en general [sefala el tridngulo
de la Figura 5] debe cumplirlo éste en particular [senala el triangulo de la Figura 7].
Relacionemos esas medidas y saquemos conclusiones. Por ejemplo, relacionemos este lado
[realiza una marca sobre el nimero 5 (Figura 8a)] con los otros dos. ;Qué podemos decir?
Vamos a relacionar el 5 con el 3 y el 4 [escribe estos valores en la pizarra, como se muestra en
la Figura 8b]. Podemos hacer relaciones separadas, es decir, el 5 con el 3y el 5 con el 4. Pero
también pudieramos establecer una relacion entre el 5 y este conjunto [encierra los valores 3 y
4 en un cuadro y dibuja una flecha desde el 5 a esta marca (Figura 8c)]|, aunque para ello
debemos definir bien este conjunto. ;Como podriamos definirlo?

N ™Y N
a b CJ
/7 3 3 3
> 5 E> 5 —>
u 4 4
4

Figura 8 — El formafor inicia el establecimiento de relaciones entre el tamafio de los lados del triangulo
Fuente: datos de la investigacion

[33] Gonzalo: Tres mas cuatro [hace referencia a la suma de los nimeros 3 y 4].
[34] Formador: Puede ser tres mds cuatro [coloca el signo + entre 3 y 4 (Figura 9)] y convertir
esta suma jen cudnto?

/N

Figura 9 — El formador indica en la pizarra la suma del tamano de dos lados 3 y 4 del tridngulo
Fuente: datos de la investigacion
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[35] Gonzalo: En 7. (Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el formador, 2019).

Las comparaciones uno a dos, materializadas intencionalmente por el formador en la
pizarra (lineas 36, 38 y 42), permitieron a Gonzalo notar como se cumple la relacion de
desigualdad menor que entre el tamafio de cada lado del triangulo de la Figura 8 y la suma del
tamafio de los lados restantes (lineas 37, 41 y 43), muy a pesar de la vacilacion del futuro
profesor en medio del didlogo (linea 39) que el formador supo gestionar (linea 40).

[36] Formador. En 7 [escribe el 7 a la derecha del cuadro (Figura 10)]. Entonces, en vez de hacer
una comparacion del 5 con el 3 y el 4, por separado, hacemos una comparacion entre 5y 7, a
ver qué nos da. ;Como es el 5 con respecto al 77

Figura 10 — El formador escribe el resultado de la suma del tamafio de los lados 3 y 4 del triangulo
Fuente: datos de la investigacion

[37] Gonzalo: Menor.

[38] Formador: Es menor. 5 es menor que 7 [escribe 5 < 7 (Figura 11a)]. Esta es una relacion de
orden que cumplen todos los nimeros, por eso la puedo hacer. Eso es con el 5. ¢, Y qué tal si lo hago
con el 47 [realiza una marca sobre el nimero 4 en eLtriéngqu (Figura 11b)]. ¢ Qué se cumple?

Figura 11 — El formador escribe la primera de las relaciones de la desigualdad triangular del caso
Fuente: datos de la investigacion

[39] Gonzalo: El 4 es mayor que 3.

[40] Formador: El 4 es mayor que 3, pero...

[41] Gonzalo: Ah, pero [el 4] es menor que 8.

[42] Formador. jExacto! [escribe 4 < 8 (Figura 12a)]. ;Y si lo hago con el 3 [realiza una marca

sobre el nimero 3 en el triain‘gulo (Figura 12b)], en‘ definitiva...?
o b

5<7
> 4<8

Figura 12 — El formador escribe la segunda de las relaciones de la desigualdad triangular del caso
Fuente: datos de la investigacion

[43] Gonzalo: [El 3] Es menor que 9. (Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el formador,
2019).

En el didlogo, la manera de notar de Gonzalo avanzo6 hacia una forma mas general de
expresion (por medio de palabras) de la relacion de desigualdad triangular que subyace en el
caso del tridngulo rectangulo (lineas 44 a 1a 48). Este nivel de conciencia alcanzado por el futuro
profesor le permitié extender la relacion de desigualdad triangular a su propio procedimiento

de construccion (linea 49), para dar sentido al hecho de no haber hallado un punto de

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230132, 2024 16



ISSN 1980-4415
il DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230132

interseccion entre las circunferencias h y k (accion formativa percibir) (linea 50).

[44] Formador: [Escribe 3 < 9 (Figura 13a)] Entonces, esto ya me dice todo [seiala las

desigualdades con un movimiento vertical de la mano a la izquierda de estos signos (Figura

13b)]. ;Qué quiere decir esto?
| - 2 |

5<7 | i<;
4<8 3<9
-—>3<9 S

Figura 13 — El formador escribe la tercera de las relaciones de la desigualdad triangular del caso
Fuente: datos de la investigacion

[45] Gonzalo: [quiere decir que] La suma de los otros dos lados tiene que ser menor que...

[46] Formador: ;La suma debe ser como?

[47] Gonzalo: Mayor, perdon. Mayor que el lado que estamos subrayando.

[48] Formador: jExacto! ;Y a qué se debe esto?

[49] Gonzalo: jAh, claro! La suma... a ver... Si yo tengo dos emes [se refiere a dos lados de
tamafio m], la suma 2m deberia ser mayor que n [el formador escribe 2m > n en la pizarra].
[50] Formador: Deberia ser mayor que n, pero no lo es. Y como no lo es, no hay construccion.
Por tanto, aqui tu condicion, tu idea aquella de decir “yo lo hago de dos maneras” [segun el
tamafio de la base del tridngulo] no sirve para todos los casos, como lo estamos viendo aqui.
(Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el formador, 2019).

El esfuerzo conjunto de los participantes para evidenciar los vinculos entre la
desigualdad triangular y el procedimiento de construccion compartido al inicio del episodio,
coloc6 a Gonzalo en una condicidn favorable para entregar una respuesta al problema, lo cual

llega a concretarse en una nueva accion formativa.

4.1.3 Posicionarse

En la tercera accion formativa, Gonzalo y el formador se posicionaron de dos maneras
distintas. Por un lado, ellos fijaron posicion ante el modo de proceder de la Figura 3a, objetando
la decision de hacer de n el tamafio de la base del triangulo isdsceles (esta decision se refleja
en las operaciones 0, y O, de la Figura 3a; la objecion se muestra en las linea 51 a la 54). Como
resultado, Gonzalo modifico el dibujo para lograr la respuesta esperada al problema (ver Figura
3b), a partir de la consideracion de m como el tamafio de la base del triangulo (lineas 55 a la
57). Una cuestion que llama la atencion en este nuevo modo de proceder de Gonzalo es el hecho
de haber utilizado la herramienta Compadas, atendiendo con ello a la invitacion del formador
previo al episodio. El modo de proceder del futuro profesor culminé con la validacion de lo
hecho tanto por ¢l mismo (al arrastrar la construccion por los puntos P y E, linea 59) como por
el formador (linea 58). Este primer posicionamiento culmind con la enunciacion verbal y
simbolica de la desigualdad triangular por parte del formador (lineas 60 a la 62).

[51] Gonzalo: [deshace las operaciones de la construccion] Entonces, lo que tendria que hacer
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aqui es trabajar con la medida de n [construye una circunferencia con centro P y radio n].
[52] Formador: ;De n?

[53] Gonzalo: Perdon. No, no, no, no.

[54] Formador: La otra medida [se refiere a m]. Quitala [pide deshacer la operacion de la linea 51].
[55] Gonzalo: Con la medida de m [construye la circunferencia e con centro P y radio m (04
en la Figura 3b)]. Ahi si. Luego, dibujamos un punto cualquiera, que ya habiamos dicho que...
[fija el punto E sobre la circunferencia e (0, en la Figura 3b)].

[56] Formador: Que iba a representar la base [complementa a Gonzalo].

[57] Gonzalo: Luego, con la herramienta Compads, con centro en P [construye la circunferencia
h con centro P y radio n (O3 en la Figura 3b)] y con centro en E [construye la circunferencia k
con centro E y radio n (0, en la Figura 3b)], ubicando el punto de interseccion entre esas dos
[interseca las curvas h y k, dando lugar al punto F (Os en la Figura 3b)]. Y luego, poligono PFE
[construye el tridngulo t1 de vértices P, F' y E (Og en la Figura 3b)] y ya.

[58] Formador: Ahi lo tenemos. Y ese [dibujo] cumple con las condiciones que nos da la tarea.
[59] Gonzalo: [aplica la prueba del arrastre al dibujo dinamico por los puntos P y E].

[60] Formador: Yo quise que ustedes se dieran cuenta de que |[...] debe cumplirse que el lado a
debe ser menor que b + ¢ [escribe a < b + c], que b debe ser menor que a + ¢ [escribe b <
a + c] y que c debe ser menor que a + b [escribe ¢ < a + b (Figura 14)]. Esto que estd aca se

llama “desigualdad triangular”. Me imagino que la trabajaron en otros cursos.
1

a<b+c
b<a+c
c<a+b

Figura 14 — El formador escribe las relaciones de la desigualdad triangular para el tridngulo de la Figura 5
Fuente: datos de la investigacion

[61] Gonzalo: He escuchado el téermino un monton de veces.

[62] Formador: La desigualdad triangular es una propiedad que cumplen todos los triangulos.
JEn qué consiste esta propiedad? En que cualquier lado del triangulo siempre es de menor
medida que la suma de los otros dos. Esto es lo que no se cumple si tomamos como base a n.
(Transcripcion de la actividad de Gonzalo y el formador, 2019).

Por otro lado, Gonzalo fij6 posicion ante la afirmaciéon del formador sobre la
imposibilidad de lograr la construccion del triangulo isosceles (linea 66) como el joven llego6 a
pensarlo (linea 65). En este posicionamiento, el futuro profesor planted la posibilidad de
producir una construccién bajo la condicion 2Zm = n (lineas 67, 69, 71, 73, 75y 77) en respuesta
al formador, quien busco persuadir a Gonzalo de que su planteamiento no tenia cabida dentro
de lo que trata la desigualdad triangular (lineas 68, 70, 72, 74, 76 y 78). En este dialogo, el
futuro profesor termind por reconocer la imposibilidad de la construccion del triangulo, bajo la
condicion establecida por €l (linea 79).

[65] Gonzalo: [...] Fue desafiante el hecho de darme cuenta de que no se podia construir [el
triangulo isosceles] con base n.

[66] Formador: [...] El que sabe geometria busca una razon. [La construccion] no es posible
precisamente porque la suma de los lados iguales, es menor que la base y no puede ser asi.
[67] Gonzalo: Si m fuera igual a la mitad de n, siempre obtendremos una recta, ;cierto?

[68] Formador: Si m fuera igual a la mitad de n, ;cudl seria la base [del triangulo]?

[69] Gonzalo: Seria n.

[70] Formador: Aja. ;Habria construccion?

[71] Gonzalo: Es que seria una recta [desplaza su mano horizontalmente por la pizarra (Figura 15)].
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Figura 15 — Gonzalo desplaza desplaza su mano horizontalmente por la pizarra
Fuente: datos de la investigacion

[72] Formador: ;Por qué? Hablame en estos términos [sefala las desigualdades escritas en la
pizarra (linea 60)].

[73] Gonzalo: Porque en vez de que la suma de los dos [se refiere a 2m] sea mayor que n.

[74] Formador: Aja, ;como debe ser? [escribe 2m _n en la pizarra).

[75] Gonzalo: Igual [sefiala hacia la pizarra mientras que el formador escribe 2m = n (Figura 16)].

—~2m=n

Figura 16 — Gonzalo sefiala hacia la pizarra mientras que el formador escribe la relacion 2m = n
Fuente: datos de la investigacion

[76] Formador: Entonces, este caso [2m = n] no entra aqui. Esto es estrictamente menor [se
refiere a lo tratado en la linea 60]. Por tanto, este caso no aplica.

[77] Gonzalo: Pero entre comillas, muy entre comillas, si se estaria formando... si hay una
construccion. No es un triangulo, pero se considera.

[78] Formador: Lo que pasa es que, si te piden construir un triangulo, éste tiene tres vértices.
No tiene dos [entre risas]. Recuerda que, por definicion, los vértices de un triangulo no estan
alineados. Entonces, en ese caso, estan alineados. Por tanto, no puede haber un triangulo.
[79] Gonzalo: Ah, ya. Si, si, si [entre risas]. Ya [asiente con la cabeza]. (Transcripcion de la
actividad de Gonzalo y el formador, 2019).

Las acciones descritas en este apartado han puesto de manifiesto las distintas tensiones
experimentadas por los participantes alrededor del procedimiento de construccion compartido
por Gonzalo al inicio del episodio. Estas tensiones dan cuenta de una contradiccion conceptual

que explicamos en el siguiente apartado.

4.2 La contradiccion y su contribucion al aprendizaje del SACEG

Las tensiones experimentadas por los participantes en el episodio se originaron a partir
de un hecho puntual: cuando Gonzalo y el formador percibieron la ausencia de un punto de
interseccion entre las circunferencias h y k. En correspondencia con nuestros presupuestos
tedricos y metodologicos, consideramos que estas tensiones revelan una contradiccion
conceptual relacionada con la funcion que cumple la desigualdad triangular en la produccion
de procedimientos de construccion de triangulos. Como establecimos en la metodologia, la
explicacion de esta contradiccion y su contribucion al aprendizaje del SACEG movilizado en
el episodio gira en torno a los siguientes aspectos: (a) el lugar ocupado por los polos opuestos

en el episodio; (b) la relacion de interdependencia entre estos polos; y (c) los medios empleados
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por éstos en la lucha con su contrario. En lo que sigue, desarrollamos estos tres aspectos.

4.2.1 El lugar ocupado por los polos opuestos en el episodio

Como hemos apuntado, la contradiccion surgida en el episodio estd relacionada con la
funcion que cumple la desigualdad triangular en la produccion de procedimientos de
construccion de triangulos. En la produccion de estos procedimientos, coexisten modos
histéricos y culturales de proceder controlados (o no) por conceptos, relaciones y propiedades
geométricas inherentes a los tridangulos (en este caso, la desigualdad triangular). Por lo tanto,
podemos afirmar que los polos opuestos de la contradiccion evidenciada en el episodio se
expresan en los modos de proceder que Gonzalo y el formador trajeron a la actividad. Por un
lado, se tiene el modo de proceder de Gonzalo, desprovisto de su relacion con la desigualdad
triangular (ver Figura 3a). Por otro lado, se tiene el modo de proceder del formador, reflejado
en su conciencia e impregnado de esta propiedad geométrica.

De acuerdo con Stouraitis, Potari y Skott (2017, p. 207, traduccidon nuestra), la
contradiccion del episodio puede entenderse como una de tipo objeto-proceso, ya que ésta
expresa “aspectos que involucran los conceptos, relaciones y propiedades, por un lado, y la
ejecucion de operaciones o algoritmos por el otro”. En el episodio, el objeto se refiere a la
desigualdad triangular en tanto propiedad fundamental que garantiza la posibilidad de
construccion del tridangulo, mientras que el proceso hace referencia a los modos de proceder
traidos a la actividad y que pueden (o no) estar impregnados del objeto.

Pese a las tensiones provocadas por los polos de la contradiccion, la oposicion reciproca
entre éstos resultd determinante para reconocer la funcion que la desigualdad triangular cumplia
en la produccion del procedimiento de construccion de Gonzalo. Por un lado, el modo de
proceder del futuro profesor aportd la materia prima que fue transformandose progresivamente
en una respuesta esperada, como resultado del esfuerzo de los participantes por encontrar una
razon ante la falta de un punto de interseccion entre las circunferencias h y k. Por otro lado, el
modo de proceder del formador proporciond el fundamento conceptual para comprender el
hecho anterior como la imposibilidad de construir el tridngulo isdsceles debido al no

cumplimiento de la desigualdad n < 2m.

4.2.2 La relacion de interdependencia entre los polos

En cuanto al segundo aspecto, el analisis mostrd que los modos de proceder traidos a la
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actividad por Gonzalo y el formador coexistieron en el episodio como un todo articulado bajo
una relacion de interdependencia. Desde una perspectiva dialéctico-materialista, esta
interdependencia significa tanto que la relacion entre los polos de la contradiccion no es de
causa y efecto, sino una en la que cada modo de proceder implica la existencia dialéctica de su
contrario (acciones formativas percibir y reconocer), como también que, sobre la base de ciertas
condiciones (acciones formativas reconocer y posicionarse), estos modos opuestos se
transforman en una sintesis de determinaciones (Radford, 2017a).

En lo que respecta a la existencia dialéctica de los polos opuestos, el modo de proceder
de Gonzalo en la Figura 3a trajo a la actividad el fundamento conceptual aportado por el
formador, al no dar cuenta de la construccion del triangulo isosceles con base n. Asi mismo, el
modo de proceder del formador, impregnado de dicho fundamento, trajo a la actividad el modo
de Gonzalo, ya que lo primero garantizd la construccion para cuando m se tomé como base del
triangulo (situacion previa al episodio); en otras palabras, el primer procedimiento empleado
por el futuro profesor (ver Figura 2) estuvo impregnado por la desigualdad triangular,
independientemente de la conciencia que se tuviera de ello, sirviendo de precedente para
reproducirlo al inicio del episodio.

En cuanto a la transformacion de los polos opuestos, vale decir que ambos modos de
proceder surgieron en la actividad para negarse mutuamente, luchar entre si y transformarse en
una nueva sintesis de determinaciones que permitiera a los participantes tomar conciencia de la
funcion que la desigualdad triangular cumplia en la produccion del procedimiento compartido
por Gonzalo, dentro de un movimiento dialéctico “de un zig-zag en espiral siempre ascendente,
en que lo negado no es destruido completamente sino superado” (Albd, 1962, p. 167). Esta
nueva sintesis de determinaciones se produjo en el episodio a partir del reconocimiento de la
relacion menor que entre el tamafio de los lados del tridngulo rectangulo usado como ejemplo
por el formador (lineas 36 a la 43), la extension de esta relacion al modo de proceder de Gonzalo

(lineas 44 a la 50) y el posicionamiento critico ante este modo de proceder (lineas 51 a la 62).

4.2.3 Los medios empleados por los polos en la lucha con su contrario

Finalmente, encontramos que la toma de conciencia del SACEG en el episodio estuvo
precedida por la respuesta de Gonzalo al problema de construir el tridngulo isdsceles de la tarea
4 (ver Figura 2). Sin embargo, el analisis de los datos puso en evidencia que el haber entregado
una respuesta a este problema no implicd un reconocimiento del futuro profesor de la

desigualdad triangular como la propiedad fundamental que garantizé la construccion del
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triangulo para el caso en que el tamafio de la base era m. En este contexto, la decision de
Gonzalo de partir su construccion asumiendo a n como el tamafo de la base del triangulo
(accion formativa percibir), lejos de constituirse en un error que debia evitarse a toda costa,
termino siendo el desencadenante de la lucha entre los polos opuestos de la contradiccion.

Como los datos muestran, la lucha entre los modos de proceder traidos a la actividad
por los participantes cre6 las condiciones para la transformacion de la desigualdad triangular
en objeto de conciencia durante el episodio (accion formativa reconocer). Segin nuestro
analisis, esta transformacion no se redujo al empleo de una ldgica de acciones y operaciones
orientada por la conceptualizacion detras de la herramienta Poligono, sino que también implico
impregnar dicha propiedad geométrica en la ldgica de construccion de Gonzalo. En esta
dindmica, el formador contribuyd de manera importante a la concrecion de esta transformacion,
especialmente al desplegar junto al futuro profesor una actividad semiotica que les llevo a
comprender la funcion que la desigualdad triangular cumplia en la produccion del
procedimiento de construccion del tridngulo isdsceles.

Sobre la contribucion del formador en la toma de conciencia del SACEG en el episodio,
destacamos dos aspectos que se observan en la accion formativa reconocer. Por un lado, los
datos revelan el esfuerzo de este sujeto por hacer de la desigualdad triangular algo tangible y
susceptible de ser pensado por Gonzalo (p. €j., lineas 30 y 32), actuando no de forma cléasica en
cuanto a la relacion sujeto-objeto (transmitiendo o construyendo el saber), sino mediante un
proceso creativo que consistid “en volver algo visible al dmbito de la atencion y del
entendimiento” (Radford, 2018, p. 67). Por otro lado, en ese esfuerzo observamos al formador
usar diferentes recursos semioticos (palabras, inscripciones y gestos) de manera coordinada, lo
que concuerda con la naturaleza sensual de la actividad de los participantes.

Considerando los planteamientos de Iliénkov (2017), y de acuerdo con los datos, el
modo de proceder de Gonzalo genero6 una situacion conflictiva (accion formativa percibir) que
no podia comprenderse simplemente con el empleo de un procedimiento de construccion
estandar (un algoritmo), lo que demand6 al formador traer a la actividad una forma de
pensamiento especifico de la ensefianza de la geometria, algo que el software por si mismo no
podia ofrecer. Sobre este asunto, la obra de Rosa, Moraes y Cedro (2016) nos sugiere que,
durante la accion formativa reconocer, el formador echdé mano de un pensamiento teorico con
las siguientes caracteristicas: (i) se elabora a través del anélisis de determinada relacion entre
objetos al interior de un sistema; y (ii) relaciona lo general con lo particular.

Ambas caracteristicas se observaron en la estrategia del formador al invitar a Gonzalo a

analizar la relacion entre el tamafo de los lados de un tridngulo cualquiera a partir de un caso
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especifico (lo particular, linea 30), que poco a poco condujera a la relacion de desigualdad
triangular (lo general, linea 49). Esto tiene relacion con lo que Rosa, Moraes y Cedro (2016, p.
79, traduccion nuestra) han llamado generalizacion empirica, esto es, el proceso de
generalizacion del pensamiento que toma como punto de partida “los objetos y fendmenos

singulares, sensorialmente perceptibles, del mundo que nos rodea”.

5 Conclusiones

En este articulo ofrecimos una explicacion de la manera en que un futuro profesor y el
formador se enfrentaron a una contradiccion conceptual (relacionada con la funciéon que cumple
la desigualdad triangular en la construccién de tridngulos), y de como esto contribuyo al
aprendizaje del SACEG movilizado en la actividad. Para ello, analizamos un fragmento de la
actividad (el episodio) en el que los participantes se involucraron en la produccién de un
procedimiento de construccion de un tridngulo isésceles con GeoGebra conocidos el tamaiio de
sus lados; esto a partir de una serie de reflexiones acerca del modo de proceder del futuro
profesor con este problema.

Inspirados en el método dialéctico-materialista, realizamos el analisis de los datos en
dos etapas. Los resultados de este analisis nos permiten formular dos conclusiones. Por un lado,
concluimos que la toma de conciencia del SACEG en el episodio se derivo de la manera en que
Gonzalo (el futuro profesor) y el formador se enfrentaron con una contradiccion de tipo objeto-
proceso, debido a que la lucha entre sus modos de proceder con el sofiware resultd ser para
ellos la llave de acceso a la esencia de este saber materializado en la actividad. De hecho, dado
que la realidad puede ser comprendida unicamente en la unidad fenémeno-esencia (Kosik,
1967), la manera de enfrentarse con la contradiccion en el episodio llevo a los participantes a
reconocer la funcion que la desigualdad triangular (en tanto propiedad fundamental de los
triangulos) tuvo en el modo de proceder de Gonzalo en la accion formativa percibir,
permitiéndoles superar la situacion de tension en la que se encontraban.

La manera en que los dos modos de proceder lucharon en el episodio nos permite afirmar
que la contradiccion cumplié un papel destacado en el proceso de transformacion de la
desigualdad triangular en objeto de conciencia. Al respecto, Radford (2023, p. 115) considera
que las contradicciones de la actividad matematica del aula no deben entenderse como defectos
o errores, sino como ‘“el motor que empuja la actividad hacia adelante y la mantiene en
movimiento”.

Nuestro analisis muestra que la l6gica de construccion compartida por Gonzalo al inicio
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del episodio no fue un error u obstaculo, sino la materia prima que sirvié para impulsar la
actividad hacia su objeto. Ademas, el problema implementado por el formador tampoco fue un
error u obstaculo, ya que su disefio tuvo en cuenta la necesidad de movilizar la desigualdad
triangular para validar el modo de proceder del futuro profesor. En definitiva, la contradiccion
manifestada en el episodio fue el motor que impulso6 y orientd la produccion del procedimiento
de construccion del tridngulo isosceles que daba respuesta al problema.

Por otro lado, concluimos que la manera en que la contradiccion fue enfrentada en el
episodio permitié romper con la relacion practica-utilitarista (Kosik, 1967) que Gonzalo
mantuvo con el problema. Este tipo de relacion se hizo notar en la decision del futuro profesor
de emplear, al inicio del episodio, el mismo procedimiento de construccion utilizado para el
caso en que m representaba el tamafio de la base del triangulo. Podemos afirmar que Gonzalo
abordo el problema de manera practica-utilitarista debido a la familiaridad que €l tenia con ese
procedimiento de construccion y con la conceptualidad detras de la herramienta Poligono. Por
familiaridad entendemos aquella entidad que habilité a Gonzalo a emplear el procedimiento de
la Figura 3a y que Radford (2023) denomina concepto.

Los datos muestran no solo que este concepto se nutrié gracias a la transformacion de
la desigualdad triangular en un objeto de conciencia para Gonzalo, sino también que el futuro
profesor se fue coproduciendo con el formador en tanto sujeto que se inscribe constantemente
en la cultura matematica-escolar a la que pertenece, por medio de su actividad practica
(Radford, 2023). Precisamente, fue mediante este proceso de inscripcion en el mundo que
Gonzalo pudo romper con la alienacion (Gutiérrez; Prieto; Sédnchez, 2022) que lo mantenia
confinado a un modo de proceder con el software desprovisto de la desigualdad triangular. En
este sentido, Radford (2017b, p. 151) sostiene que el individuo en este estado de alienacién
“termina encerrado en sus propias cavilaciones y aislado del mundo. [...] El sujeto aparece como
un ser confinado: las unicas cosas que puede entender son aquellas que provienen del sujeto
mismo”.

En efecto, encontramos en el analisis que el Gonzalo de la accidén formativa percibir
(mas cauteloso ante la situacion de tension) se aleja del Gonzalo de la accion formativa
posicionarse (més propositivo y comprometido con la actividad). Pese a que no ha sido nuestro
foco de atencion, los datos de la investigacion sugieren que la manera en que las contradicciones
dialécticas son enfrentadas en contextos de formacion inicial de profesores de matematicas
puede revelar estados de alienacion en los participantes. Si pensamos en el concepto de labor
conjunta de la TO, la superacion de la alienacion en los futuros profesores dependeria en gran

medida de las actitudes éticas (representadas en los vectores de la ética comunitaria) de estos
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sujetos, puestas en juego al enfrentarse con tales contradicciones. Sin embargo, las limitaciones
de este articulo nos llevan a considerar necesario el desarrollo de mas investigaciones que den

sustento empirico a estas ultimas afirmaciones.
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